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KAKO IN ZAKAJ VKLIJUCITI ZGODOVINO MATEMATIKE V
POUK MATEMATIKE

JURIJ KOVIC!
HMFM, Ljubljana in UP FAMNIT, Koper
Math. Subj. Class. (2020): 01A99

V ¢lanku pregledamo nekaj moznih smiselnih uporab zgodovine matematike pri po-
uku matematike na razli¢nih stopnjah izobrazevanja, ki lahko uéiteljem sluzijo kot modeli
za podobne, bolj domiselne in kreativne pedagoske obravnave tudi nekaterih drugih ma-
tematicnih vsebin; tak pristop je lahko privla¢nejsi za ucence kot pa strogo premocrtni
koraki od A to B po shemi definicija — izrek — dokaz.

INCLUDING HISTORY OF MATHEMATICS IN TEACHING OF MATHEMATICS -
HOW AND WHY

In the article we review some possible sensible uses of history of mathematics in
teaching mathematics at various levels which can serve to the teachers of mathematics as
models for similar, more ingenious and creative pedagogical treatments also of some other
mathematical themes; this approach can be more attractive for pupils in comparison with
the strict straightforward steps from A to B via the scheme: definition — theorem — proof.

1. Uvod

Kaj zgodovina matematike (v nadaljevanju na kratko: ZM) sploh je? Pod
tem izrazom si po navadi predstavljamo zbiranje, razvozlavanje in predsta-
vitev najrazli¢nejsih podatkov oz. ohranjenih virov v zvezi z matemati¢nimi
praksami razli¢nih obdobij, lokacij in kultur, pa tudi kar se da zvesto rekon-
struiranje podrobnosti iz zivljenja velikih matematikov. Kadar je podatkov
malo, vrzeli v naSem znanju poskusa zapolniti z razliénimi legendami, anek-
dotami, ugibanji itd., ali pa se ukvarja s svojo lastno teorijo in zgodovino
(Cemur bi lahko rekli: zgodovina zgodovine matematike, na kratko: ZZM).

Vendar sta tako faktografija kot samorefleksija le sredstvi, ne pa tudi
cilj ZM, ki ni namenjena le zbiranju podatkov in ukvarjanju s samo seboj,
ampak je to predvsem podporna in aplikativna veda, ki ob primerni uporabi
sluzi temu, da se matematike (v nadaljevanju na kratko: M) globlje, Sirse in
lazje u¢imo in jo bolje poucujemo, ter kot raziskovalci uspesneje prihajamo
do novih matematic¢nih odkritij. Prvine ZM so prisotne tudi v znanstvenih
matematic¢nih ¢lankih, kjer avtorji v Uvodu praviloma omenijo relevantne
ze znane rezultate, v Literaturi pa navedejo reference nanje.

Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 1 1



Jurij Kovic¢
2. Komparativna metoda in primeri uporabe ZM pri pouku M

S primerno uporabo ZM lahko M u¢encem, dijakom in Studentom predsta-
vimo na privla¢nejsi nacin, tudi za tiste, ki jo sicer a priori dojemajo kot
tezko, tudi zato, ker so zaradi prenatrpanosti u¢nih programov izpostavljeni
predvsem minimalisti¢nemu, redukcionisticnemu pedagoskemu pristopu po
shemi: definicija — izrek ali formula — dokaz — primeri — naloge, brez ka-
krsnegakoli zgodovinskega konteksta, ki bi tematiko osmislil in povezal z
drugim, ze osvojenim matemati¢nim znanjem.

Vkljucevanje ZM v pouk M naravno vodi k uporabi t. i. kompara-
tivne metode, ki je uveljavljena tudi v drugih vedah, npr. pri studiju pri-
merjalne knjizevnosti na Filozofski fakulteti Univerze v Ljubljani, s katero
lahko najbolje prikazemo evolucijo in diverziteto matemati¢nih idej, koncep-
tov, simbolov, problemov, struktur, teorij itd. v razlicnih obdobjih, dezelah
in kulturah.

Oglejmo si na primerih, kako primerjalna metoda lahko pomaga pri razu-
mevanju M, oziroma kako lahko njena odsotnost taksno razumevanje zavira.

Studentu, ki npr. ne razume najbolje, zakaj je definicija funkcije ta-
ksna, kot je — urejena trojica (D¢, Z¢, f), ki sestoji iz domene, kodomene in
funkcijskega predpisa — bo razumevanje tega pojma bistveno lazje, ¢e mu
na kratko predstavimo zgodovino razvoja tega pojma, kaj je npr. ta izraz
pomenil Eulerju, ali kako so se nekateri matematiki razburjali, da se med
funkcije zdaj Stejejo tudi taksne eksoti¢ne in strasljive novotvorbe, kot so
npr. v vsaki tocki zvezne in nikjer odvedljive funkcije.

Ce pa, nasprotno, nekdo prvi¢ slisi npr. definicijo grupe, ¢emur takoj
nato sledi sicer logi¢no povsem korektna izpeljava njenih osnovnih lastnosti,
vendar brez kakr$nekoli motivacije in brez kakrsnekoli omembe zgodovin-
skega konteksta nastanka tega pojma (Galois in njegov dokaz, da polinomske
enecbe stopnje pet ali ve¢ niso resljive z radikali) ali vsaj njegovih uporab
(npr. za Studij permutacij, simetrij, kompozitumov rotacij in zrcaljenj itd.),
s takSnim pedagosko neosmisljenim znanjem ne bo zadovoljen.

Priloznost za vsaj obcasno, skrbno odmerjeno in domisljeno popestritev
pouka M z elementi ZM se uciteljem na vseh stopnjah ponuja dobesedno na
vsakem koraku, na primer pri obravnavi Stevilskih mnozic N C Z C Q C
R C C, kjer lahko poudarimo, da je vsaka razsiritev pojma Stevila sledila isti
razvojni logiki: kot so negativna Stevila omogocila resljivost vsake enacbe
a+x =0>, a,b € N, tako so racionalna Stevila omogocila resljivost vsake
enatbe axr = b, a,b € Z, a # 0, in so iracionalna §tevila nastala iz potrebe
reSiti enacbe z% = b itd. Obravnavo kompleksnih §tevil lahko bolje kot zgolj
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suhoparna definicija seStevanja in mnozenja urejenih parov (a,b) + (¢,d) =
(a +b,c+d) oz. (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) osmisli omemba resitve
naloge ab = 40,a + b = 10, ki je naravno pripeljala do kompleksnih resitev
ustrezne kvadratne enacbe. Ce zelimo ucencem Se bolj razsiriti obzorja, jim
lahko omenimo znani spor med Cardanom in Tartaglio, ki je lahko tudi
izhodisce za eti¢ni razmislek, ali je prav, da so matematicni izsledki javno
dostopni vsem, kar je lepa vzporednica danes aktualnemu vprasanju, ali naj
bodo programske kode najrazlicnejsih spletnih orodij prosto dostopne ali
ne. In Ceprav bo marsikateri ucitelj povsem zadovoljen, ¢e bodo njegovi
ucenci znali reSevati osnovne racunske naloge, jim potem lahko pokaze tudi
kaksne zanimive uporabe kompleksnih stevil v geometriji, npr. za dokaz
Napoleonovega izreka ali za dokaz izreka, da znamenite tri tocke trikotnika
lezijo na isti premici, kar je rac¢unsko dokazal ze Euler na ta nacin, da
je izracunal njihove koordinate. Veljavnost ustreznega izreka lahko pred
tem ucenci intuitivho preverijo tudi z orodji dinamicne geometrije (npr.
GeoGebro) in tako bo pouk M uspesno povezal ZM in napredne tehnologije,
kar je takor ekoC idealna formula za pritegnitev pozornosti ucencev.

Vselej velja ucence opozoriti na Sirsi kontekst obravnavane snovi. Ko
npr. obravnavamo infinitezimalni racun, ni dovolj dijake izuriti le v racu-
nanju odvodov in integralov ali studentom vbiti v glave t. i. “epsilon-delta”
definicije limite in zveznosti ter jih nauciti korektno uporabiti Newton-
Leibnizevo formulo, ampak jih je smiselno opozoriti tudi na to, kako zelo je
M napredovala, ko je zacela obravnavati spremenljive pojave in koli¢ine, kot
so npr. hitrost, pospesek itd., in da so diferencialne enacbe v bistvu jezik
za opisovanje in raziskovanje spremenljivih pojavov v naravi in druzbi.

Eno temeljnih pedagoskih sporoc¢il ZM je, da se M nenehno (danes Se
posebej pospeseno) spreminja in razvija, kar je mocan argument za to, da
je smiselno vsaj del pouka M posvetiti tudi procesu njenega nastajanja, ne
le nekemu konénemu naboru njenih formul, izrekov, ra¢unskih metod itd.
Danes, ko so celo na spletu ze odprto dostopna racunalniska orodja, ki uspe-
$no reSujejo ne le preproste rac¢unske naloge, kot je npr. mnozenje matrik,
ampak tudi naloge z matemati¢nih olimpiad in univerzitetne izpitne na-
loge, ne moremo ve¢ vztrajati, da se nove generacije ucijo M na enak nacin
kot v prejSnjem tisocletju. Poudarek ne more biti samo na memoriranju,
racunanju, dokazovanju in reSevanju nalog, saj vse to t. i. wumetna inte-
ligenca ze pocenja bolje od ¢loveka. Pri pouku M moramo danes razvijati
predvsem naso naravno inteligenco, ki zmore tudi zastavljati originalna smi-
selna vprasanja, odkrivati nove probleme, kriticno primerjati razlicne me-
tode, ustvarjalno spreminjati matemati¢ne modele realnih pojavov v svetu
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itd. Od ucencev na vseh stopnjah ne smemo ve¢ zahtevati le reprodukcije
v kurikulumu dolo¢enega matemati¢nega znanja, formul in metod, ampak
moramo spodbujati tudi njihovo radovednost, kriticnost in ustvarjalnost.
Ker M ni le skupek formul, izrekov in metod, ampak ima tudi zgodovinsko,
aplikativno dimenzijo, njen vpliv pa se danes Siri na vse pore druzbe, lahko
zlasti bolj druzboslovno in manj naravoslovno usmerjene ucence pritegnemo
k M tudi na ta nac¢in, da jih spodbujamo in navajamo k branju matema-
tiénih revij in knjig, skupnem reSevanju lazjih matemati¢nih problemov v
manjsih skupinah, pisanju kratkih esejev o M ali ZM ipd.

Resevanje eksoti¢nih starih matemati¢nih nalog zaradi njih samih zgresi
smisel ZM, saj je za samo ucenje M enako neproduktivno kot brskanje za bi-
ografskimi podatki, ki sami po sebi niso pomembni za razumevanje razvoja
M (tako kot npr. poznavanje zivljenja skladateljev ne pomaga bolje razu-
meti njihove glasbe, ampak je lahko celo motece). ZM daje M sirsi kontekst,
tako kot v glasbi harmonija podpira melodijo, ali kot v slikarstvu barve obo-
gatijo risbo. ReSevanje starih, za danasnje standarde trivialnih besedilnih
matemati¢nih nalog, npr. babilonskih, ki se z uporabo osnovne algebre pre-
vedejo na reSevanje linearnih enacb, je za ucence praviloma tezko, saj so
praviloma zapisane v gostobesednem jeziku in brez danasnjih matematic¢nih
simbolov. Ce jih ze vklju¢imo v pouk, potem prikazimo tudi njihove izvorne
resitve (dobljene brez algebre). Ob tem pa je smiselno uéence opozoriti na
dejstvo, da Babilonci niso podajali splosnih algoritmov, ampak samo resitve
konkretnih stevilskih primerov, iz katerih so morali ucenci sami razvozlati
splosno pravilo za reSevanje nalog podobnega tipa. Kot ucitelji moramo biti
fleksibilni, saj imajo nekateri u¢enci raje pristop od spodaj navzgor (od kon-
kretne resitve do formulacije splosnega pravila), drugi pa od zgoraj navzdol
(od splosnega pravila h konkretnim uporabam tega pravila).

3. Zakaj vkljuciti ZM v pouk M?

Za smiselnost vklju¢evanja ZM v pouk M govorijo Stevilni razlogi:

1. Pretehtana vgradnja elementov ZM v pouk posameznih matematicnih
vsebin lahko pripomore k boljsemu razumevanje M. To je eden od bistvenih
poudarkov iz zbornika Using History to Teach Mathematics [3], katerega
avtorji so do svojih splosnih spoznanj, ki jih utemeljujejo s konkretnimi
opazanji, prisli skozi prakso, prek lastnih izkuSenj v razredu. Za vzorec na-
vedimo le en citat: “Uporaba ZM kot uvoda v kritiéni in kulturoloski studij
matematike je eden najpomembnejsih izzivov za ucitelje M in za Studente.
Obstaja veliko mozZnosti za uporabo zgodovine v matematicnem izobraZeva-
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nju. Ob reSevanju starih problemov lahko ucenci primerjajo svoje strategije
z originalnimi. To je zanimiv nacin, kako lahko razumejo ekonomicnost in
ucinkovitost nasih sedanjih algebraicnih metod. Z opazovanjem zgodovinske
evolucije dolo¢enega matematicnega koncepta se ucenct naucijo, da M ni ne-
kaj fiksnega in dokoncnega.” Lucia Grugnetti: The History of Mathematics
and its Influence on Pedagogical Problems ([3], 29-35).

2. ZM prinese v pouk M tudi humanisticno in kulturno dimenzijo. S svo-
jim poudarjanjem njenega evolucijskega vidika Siri zavedanje, da nenehno
razvijajo€i se univerzum M ne obstaja sam po sebi kot idealna kreacija ¢i-
stega uma v Platonovih nebesih, ampak je skupna stvaritev ljudi razliénih
obdobij in kulturno-zgodovinskih okolij, ki se glede svojih teorij in prven-
stva pri odkritjih dostikrat silovito prepirajo (kot npr. Tartaglia in Cardano
zaradi objave formul za reSevanje enacb 3. stopnje, ali Newton in Leibniz
glede prvenstva pri odkritju infinitezimalnega rac¢una), spori glede kontro-
verznih vprasanj pa lahko trajajo tudi po ve¢ stoletij. Spomnimo se npr.
na silovito kritiko skofa Berkeleyja, s katero je v delu The Analyst iz leta
1734 opozoril na logi¢ne nedoslednosti in protislovja, skrita v pojmu in-
finitezimalno majhnih koli¢in, kot jih je uporabljal Newton. Sele stroga
Weierstrassova “epsilon-delta” formulacija, ki vkljucuje Se eno tehnikalijo,
in sicer pojem limite, in ki povzroca studentom toliko tezav, je postavila
infinitezimalni ra¢un na ¢vrste temelje. Vendar zgodbe tu Se ni konec: ne-
standardna analiza Abrahama Robinsona (1918-1974) je na sceno vrnila in
povsem rehabilitirala neskonéno majhne koli¢ine s paradoksno lastnostjo,
da so vecje od 0, a manjSe od poljubnega pozitivnega stevila, in priskrbela
strogost dokazom matemati¢ne analize v izvornem Newtonovem duhu ([1],
237-254).

3. Poskus spoznati in razumeti delo matematikov daljnih ¢asov in dezZel
nas osvobodi iz ujetosti v zmotno paradigmo o eni sami mozni (zahodni) M.
Matematiki, ki so uporabljali drugaéno matemati¢no simboliko (ali je sploh
niso!), ki so imeli na voljo druga¢na rac¢unska orodja in druga¢en nabor ma-
temati¢nih orodij, ki so uporabljali druga¢ne nacine dokazovanja, racunanja
in sklepanja, in ki so jim celo osnovni koncepti, kot npr. Stevilo, funkcija,
dokaz, pomenili nekaj drugega kot nam, nam dostikrat predstavljajo pravi
detektivski oz. rekonstrukcijski izziv. Tako je npr. v [3] lepo pokazano,
kaj vse lahko iz matematicnega teksta sklepamo o njegovem piscu. Pravi-
loma taksno delo zahteva interdisciplinarni pristop in (npr. v srednji Soli)
ponuja lepo priloznost za medpredmetno sodelovanje (M, fizika, zgodovina,
tuji jeziki itd.). Je tudi odli¢na vaja v strpnosti do drugace mislecih.

4. Zgodovinske osvetlitve evolucije M lahko spodbudijo radovednost ucen-
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cev. Samo v okviru taksSnega SirSega humanisti¢nega pristopa k pouku M, ki
se ne omejuje na suhoparno nizanje definicij, izrekov in dokazov, ampak pri-
znava in integrira v zavedanje tudi nestete druge njene dimenzije, je sploh
mogoce ucence spodbuditi, da razmisljajo o vprasanjih, kot so: “Zakaj je
nastal dolocen koncept? V kaksnih zgodovinskih okolis¢inah?” ([3], str. 29).

5. Videti M v njenem nastajanju, kot dinamicéno, nenehno spreminja-
joco se stvaritev, na razvoj katere vplivajo tudi druzbene razmere, v katerih
nastaja, pripomore k njenemu boljsSemu razumevanju. Zelo poucno je vi-
deti, kako se pomen matemati¢nih pojmov s ¢asom spreminja, razsirja, se
iz¢isc¢uje, zori. Podobno velja za matemati¢ne metode (npr. pri reseva-
nju sistemov linearnih enacb z veliko ena¢bami in neznankami ni vseeno,
katero metodo uporabimo za resevanje z racunalnikom). Stevilni izreki in
formule imajo veliko razlicnih dokazov, ki uporabljajo zelo razli¢na orodja
(npr. Pitagorov izrek, Eulerjeva poliedrska formula). Zgodovina nas uéi, da
M, natanko tako, kot to velja tudi za vse druge znanosti, ni nekaj staticnega,
za vekomaj kristaliziranega v nekem aksiomatskem sistemu (kot so mate-
matiki npr. verjeli za evklidsko geometrijo, dokler niso odkrili neevklidskih
geometrij). In celo Ze samo opazovanje znanja, kriticno premisljanje o njem,
kaj Sele govorjenje in pisanje o njem, nekaj dodaja k temu znanju. “Zgodo-
vinska analiza pomaga uciteljem razumeti, zakaj je dolocen koncept tezak za
ucence, in jim pomaga pri didaktiénem pristopu in razvoju tematike” ([3],
str. 30).

6. Vpeljava elementov ZM v pouk M lahko naredi M privlacénejso za boly
humanisticno naravnane ucence. Po razcvetu starogrske M je druzbeno in
intelektualno stati¢ni srednji vek v Evropi moc¢no zavrl razvoj M, ki se je
spet razmahnil Sele po renesansi. Dinami¢ne spremembe v druzbi so posre-
dno spodbudile tudi raziskovanje sprememb z matemati¢nimi sredstvi, npr.
s pomocjo infinitezimalnega racuna. Veliko moderne M je tesno povezane
z razvojem racunalnikov po drugi svetovni vojni, pa s potrebami prometa,
na-ravovarstva, informatike itd. Pri pouku M na vseh nivojih bi morali
razmisljati tudi o eti¢nih dimenzijah razlicnih uporab M, ki ze dolgo ni veé
“Cista” znanost, ponosna na svojo neuporabnost (kot je npr. verjel se Hardy,
vsaj za teorijo Stevil, v svoji Matematikovi apologiji). Vsaj obasno pisanje
esejev o teh temah, ki spodbujajo kritiéno razmisljanje, namesto nenehnega
duhamornega racunanja in reSevanja nalog — ki jih za povrh danes ze lahko
v trenutku resujejo racunalniki, tako kot so kalkulatorji pred nekaj deset-
letji poenostavili racunanje — bi lahko priblizalo M tudi bolj humanisti¢no
kot naravoslovno orientiranim u¢encem, dijakom in studentom. Pouk M bi
danes lahko in moral sluziti ne le urjenju v duhamornem rac¢unanju, ampak
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predvsem razvijanju Se drugih, kompleksnejsih ves¢in, potrebnih v dana-
$njem svetu. Le tako vzgajani raziskovalci M bodo lahko ravnali podobno
etiéno kot Leonardo da Vinci, ki je ob odkritju nekaterih svojih bojnih stro-
jev sklenil, da jih raje ne bo javno objavil, zaradi ¢loveske narave, ki tezi k
nenehnim nesmiselnim spopadom. Raziskovalci M imajo namre¢ odgovor-
nost pred ¢lovestvom in naravo, kaj raziskujejo, pa ¢e se tega zavedajo ali
ne. Uporaba M v vojne namene je nedopustna zloraba ¢lovekove intelek-
tualne moci, ki unicuje tudi naravo in planet, na katerem zivimo. Nekaj
civilizacij je ze propadlo zato, ker se niso zavedale nevarnosti tehnologije, ki
so jo bile sposobne razviti tudi po zaslugi M, za njihov lasten obstoj. Je to
torej res tema, ki jo v pouku M lahko enostavno prezremo, kot to (po vsem
svetu) pocnemo sedaj?

7. Vkljucevanje ZM v pouk M pa je treba vselej izpeljati zelo pozorno.
Najprej moramo kot ucitelji marsikaj vedeti o ZM, da jo lahko smiselno
vklju¢imo v pouk M. Zgodovina ima lahko tudi negativen vpliv na didak-
tiko, saj ponuja veliko zanimivih in nenavadnih informacij, ki pa dejansko
niso bistvene in ne pripomorejo k razumevanju pri pouku obravnavane ma-
temati¢ne vsebine. Dobro se je zavedati nekaterih tipi¢nih napak, ki jih
pogosto delajo zgodovinarji M, zato da ne bomo nekriticno ponavljali in
§irili njihovih zmotnih mnenj. Ena od njih je npr. zmotno sklepanje, da
je nekdo dejansko ze odkril trditev A, ki pa mu je v resnici ostala skrita,
ceprav je ze prisel do trditve B, iz katere se jo da (oz. jo znamo danes) hitro
izpeljati. O tem govori tale citat: “Eno od mnogih tveganj pri vpeljavi ZM v
matematicéno izobraZevanje je anahronizem, ki sestoji v tem, da pripiSemo
avtorju taksno zavestno znanje, ki ga mikoli ni imel. Ogromna razlika je
med tem, ¢ée prepoznamo Arhimeda kot predhodnika integralnega in diferen-
cialnega racuna, ¢igar vpliv na utemeljitelje tega racuna je komaj mogoce
precenjevati, in fantaziranjem, da lahko v njem vidimo, kot so to nekateri
storili, zgodnjega praktikanta tega racuna. Ce je tveganje anahronizma ve-
liko za zgodovinarje, ni mangjse tudi pri vkljuéevanju ZM v pouk M.”([3], str.
29.)

4. Dolga tradicija uporabe ZM pri poucevanju M

Ideja uporabe ZM pri poucevanju M nikakor ni izum zadnjih desetletij XX.
stoletja, ko so jo, po Stevilnih ¢lankih in knjigah na to temo, ki so redno
izhajali skozi vse XX. stoletje, zaceli bolj mnozi¢no tudi prakti¢no preizku-
Sati na razli¢nih koncih sveta in na razli¢nih ravneh, od osnovnih do srednjih
Sol in univerz, rezultate razliénih tovrstnih projektov pa so poizkusali tudi
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kriticno ovrednotiti. Danes je zainteresiranemu ucitelju na voljo ze obi-
lica literature, pa tudi spletnih u¢nih orodij in slikovnega gradiva, iz katere
lahko ¢rpa navdih za obogatitev pouka v razredu z uporabo ZM. Uporabi
lahko npr. anekdote (verodostojne ali nepreverjene) o znanih matematikih,
ali stare matematiéne naloge (morda v kombinaciji z modernimi ra¢unalni-
skimi orodji, ki po vzoru starih nalog generirajo nove, za vsakega ucenca
z drugacénimi parametri), pa tudi krajse ali daljse odlomke iz originalnih
tekstov, knjig, ¢lankov ali korespondence, ali iz biografij matematikov, ki
jih sicer ucenci spoznajo le po imenu kaksne njihove formule ali izreka. Kot
ugotavlja Siu Man-Keung z Univerze v Hong Kongu: “Zavedanje tega evolu-
cijskega vidika M lahko naredi ucitelja boly potrpezljivega, manj dogmatskega,
bolj cloveskega, manj pedantnega” ([3], str. 8).

Matematicna misel v tesni povezavi z jezikom in pisavo ter matema-
ti¢nimi simboli, s pomocjo katerih je zabelezena oziroma zakodirana vselej
zrcali duha dolocene kulture in Casa, v kateri je nastala oziroma se je obli-
kovala. Ze Platon pa je opozarjal, da je Ziva, govorjena beseda, ustreznejsi
izraz misli, kot zapisana beseda, ki je ne more§ ni¢ vprasati, in je tako le
njena bleda in moléeca senca. Vendar so pisni viri, vsaj do pojava modernih
tehnologij zapisovanja zvoka in gibljivih slik, prakti¢no edino, kar imamo
na voljo za preucevanje M preteklosti (Se vedno pa so npr. zgodovinarji
starogrske M veliko na boljsem kot zgodovinarji starogrske glasbe, ki so jo
zapisovali s ¢rkami njihove abecede, in od katere je ohranjenih praktic¢no le
nekaj drobcev, npr. Seikilov epitaf — pesem z njegovega nagrobnega spome-
nika).

M preteklosti pa nikakor ni bila le stopnica k danasnji, avtomati¢no
vi§ji stopnji, ampak je bila v marsi¢em precej drugacna od tistega otocka
v ogromnem oceanu M, ki ga poznamo mi. Matematiki prejsnjih c¢asov
in drugih kultur niso uporabljali le druga¢nih matemati¢nih simbolov in
drugacnih raziskovalnih in pedagoskih metod, ampak so se ukvarjali tudi z
drugacénimi problemi. Ce so npr. renesanéni arhitekti in umetniki studirali
linearno perspektivo, so to poceli predvsem zaradi njene prakticne uporabe
v slikarstvu; in ¢e so matematiki nekaj stoletij kasneje na tej osnovi zgradili
projektivno geometrijo, je bila motivacija za to bistveno drugac¢na.

Zavedati se moramo tudi, da se je pomen posameznih matemati¢nih
pojmov skozi zgodovino spreminjal: pomena besed, ki jih je uporabljal npr.
Descartes, ne moremo nekriti¢no avtomatsko enaciti s pomenom istih besed
v danaSnjem c¢asu, ne moremo jih torej dognati le s sodobnimi francosko-
slovenskimi ali latinsko-slovenskimi slovarji (kaj Sele z google prevajalni-
kom), ampak moramo dejansko vedeti, kaj so te besede pomenile tedaj. Ko
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presojamo delo matematikov preteklosti, se moramo zavedati, da doloc¢enih
metod (npr. algebrai¢nih), ki jih poznamo danes, takrat niso imeli na raz-
polago. Probleme so resevali drugace, pa tudi zastavljali in razumevali so
jih drugace, poudarjali so druge njihove vidike, kot jih vidimo mi oz. so
zanimivi za nas. Posledi¢no lahko vidimo, da koncept tezavnosti (mate-
mati¢nih) problemov, ki naj bi objektivno merila razdaljo od problema do
resitve, npr. s Stetjem elementarnih korakov, potrebnih za to, da pridemo
do cilja, ni nekaj povsem absolutnega, neodvisnega od resevalca; odvisna je
od uporabljenih metod in dovoljenih ali razpolozljivih orodij ter predznanja,
npr. nekateri dokazi evklidske geometrije, ki razpolaga le z najosnovnejsimi
orodji, niso prav ni¢ elementarni, po drugi strani pa nekateri dokazi v visji
M niso posebej zapleteni, saj so tam na voljo zelo moc¢na orodja, ki dokaze
zelo poenostavijo, seveda Sele potem, ko se jih nauc¢imo uporabljati. Pri-
merjava starejsih in novejsih metod reSevanja po eni strani u¢encem nazorno
pokaze, da se da iste probleme reSevati na razlicne nacine, po drugi strani
pa jim osmisli ucenje novejsih metod, ki jih lahko potem bolje razumejo in
tudi cenijo kot izboljSave starejsih, manj uc¢inkovitih.

Domiselne metode dokazovanja geometrijskih izrekov in algebrai¢nih for-
mul s pomocjo diagramov in 3D-modelov geometrijske algebre (npr. za do-
kaz formule (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab?® + b%) najdemo na razliénih koncih
sveta, npr. pri Babiloncih in starih Kitajcih, pa tudi pri arabskih matemati-
kih srednjega veka. Te nesablonske metode (oz. trike, unikatno prilagojene
konkretnim posameznim problemom) lahko u¢encem osnovnih in srednjih
Sol predstavimo kot zanimive alternative danes prevladujo¢im univerzalnim
metodam, s pomocjo katerih je naceloma mogoce resiti vse probleme dolo-
¢ene vrste. Tako lahko danes veliko geometrijskih problemov resimo celo
na ve¢ nacinov, ki ne zahtevajo posebnega, konkretnemu problemu na kozo
pisanega dodatnega razmisleka: z uporabo kompleksnih Stevil, analiti¢ne
geometrije, pa tudi vektorjev in matrik. Pouéno je spoznati npr. razli¢ne
dokaze Morleyevega izreka (odkritega 1899, dokazanega pa 15 let kasneje), ki
pravi: “Ce v poljubnem trikotniku razdelimo vse kote na tri dele, se sosednji
kraki tretjinskih kotov sekajo v ogliscih enakostraniénega trikotnika.”

5. Kako danes vkljuéiti ZM v pouk M?

Zdaj si lahko zastavimo temeljno pedagoSko vpraSanje: Ali Zelimo svoje
ucence, dijake, Studente nauciti le splosnih, $iroko uporabnih racunskih me-
tod oziroma algoritmov, ki jih bodo sposobni izvesti gladko in tako rekoc brez
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razmisleka, ali pa jih Zelimo spodbujati tudi k nesablonskemu, spontanemu
razmisljanju in sledenju intuiciji onstran uteéenih splosnih metod? Ucenci,
poucevani po prvi (bolj pragmati¢ni) metodi, bodo po najhitrejsi poti prisli
od tocke A do tocke B, medtem ko bodo u¢enci, poucevani po drugi (bolj
filozofski) metodi poizkusali najti izvirno resitev. Ta dilema ni nekaj no-
vega: v ZM poznamo prerekanja med zagovorniki Descartesovih analiti¢nih
in starejsih sinteti¢nih metod v geometriji; prve poenostavijo reSevanje na-
log, druge pa zahtevajo bistroumne resitve, prilagojene vsaki nalogi posebej.
Zanimivo analogijo dilemi, ali slediti uteCenim na¢inom resevanja ali razmi-
sljati na izviren nacin, zasledimo tudi v Sahu: t.i. Sahovski hipermodernisti
so se v zacetku XX. stoletja odlo¢no zoperstavili idejam o tem, da je vr-
hunski sah mogoce igrati po nekih pravilih (npr. tistih, ki jih je formuliral
Steinitz, in so sicer pomenili veliki prispevek k sahovski teoriji in praksi).
Tako je npr. velemojster Richard Reti dejal: “Zanimajo nas izjeme, ne
pravila!”

Obilico primerov prav taksnega, prvinskega, neSablonskega razmisljanja
odkrijemo tudi v M, Ce raziskujemo matemati¢ne naloge in njihove origi-
nalne reSitve. Prav taksSen svez pristop ohranja matemati¢no misel Zivo
in veéno nepredvidljivo. Ne glejmo torej na stare naloge in davne M zvi-
Ska, ker npr. niso poznali niti formule za kvadratno enacbo, in so vsako
nalogo morali resiti na drugacen, izviren, domiseln nacin. Eleganca splo-
$nih, do avtomatizma naucenih metod iz zavesti veCine matematikov zal
izbrise bistroumne resitve, ki so idealno prilagojene danemu konkretnemu
problemu, prav zato pa delujejo le v zelo redkih ali celo le v posameznih
primerih! Vzemimo si za zgled vrhunske Sahiste, ki so ze spoznali, da mora
stratesko razmisljanje potrditi konkreten takti¢ni izrac¢un potez v dani pozi-
ciji in sistemati¢no pregledovanje drevesa vseh moznih relevantnih variant.
Podobno, resitve res tezkih matemati¢nih problemov praviloma zahtevajo
izum nestandardnih, izvirnih metod. Torej je ucence, dijake in Studente
smiselno uriti tudi v tovrstnem matemati¢nem razmisljanju, ne toliko zato,
da bi spoznali posamezne eksoti¢ne matematié¢ne naloge iz preteklosti, am-
pak da bodo kasneje, kot raziskovalci (na kateremkoli podro¢ju, ne nujno
na podro¢ju M), bolje usposobljeni za resevanje novih, nesablonskih pro-
blemov, ki jih pred nas postavlja nas dinamicni in hitro spreminjajoci se
svet. Po drugi strani pa je smiselno pri pouku M predstaviti tudi dolo¢ene
splosne metode iz ZM, druga¢ne od tistih, ki jih sicer uporabljamo mi, in
spodbuditi debato o prednostih in pomanjkljivostih razlicnih metod. Ena
od Siroko razsirjenih metod po vsem svetu je taksna ali druga¢na uporaba
vizualnih pripomockov. Tako je npr. Liu Hui, eden od velikih matemati¢nih
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komentatorjev in matematikov stare Kitajske, svojim bralcem svetoval, naj
riSejo na papir diagrame in rezejo ter preurejajo koscke ter tako dokazujejo
matematic¢ne trditve. Za Kitajce je bilo rezanje in zgibanje papirja splo-
$no sprejeta metoda matemati¢nega dokazovanja [2]. S to metodo je npr.
mogoce preprosto pokazati, da je radij r kroga, vértanega pravokotnemu
a+“lf’+c. Opis resitve: Iz
sredisca S trikotniku vértanega kroga narisemo daljice SA, SB, SC do oglis¢
A, B, C ter pravokotnice na stranice a, b, ¢, ki skupaj razdelijo trikotnik na
Sest pravokotnih trikotnikov z vi§ino r. Iz dveh kompletov taksnih kosc¢kov
pa lahko sestavimo pravokotnik s stranicama r in a 4+ b + ¢ (Slika 1). Torej
je2-%=(a+b+o)r.

trikotniku s katetama a, b in hipotenuzo ¢, enak r =

|

ab
a+b+c’

Slika 1: Geometrijska utemeljitev formule r =

Taksni preprosti, nazorni dokazi, ki jih mrgoli tudi v knjigah t. i. raz-
vedrilne matematike, so nasli svojo trzno niSo celo v resnih matemati¢nih
revijah, najdemo jih npr. v rubriki Proofs without words v reviji Math
Magazine.

7ZM je le material, iz katerega ucitelj M ali pisec matemati¢nega ¢lanka
ali knjige naredi zgodbo, podobno kot ravna pisatelj, ki uporabi resni¢ne
dogodke in osebnosti le kot gradnike, iz katerih sestavi svojo zgodbo; v li-
terarni teoriji je sicer vpeljano jasno razlikovanje med fabulo — zgodbo samo,
in naracijo — nac¢inom njene pripovedi. V tem smislu je naloga ucitelja M
podati pouc¢no zgodbo na privlacen nacin, s smotrno uporabo elementov
ZM.
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LEGA MAVRICNIH LOKOV
DUSAN HVALICA!

IEkonomska fakulteta Univerze v Ljubljani

Kljuéne besede: mavrica, tretji mavri¢ni lok

Podana je razlaga, zakaj obstaja ve¢ lokov mavrice in zakaj jih vedno vidimo pod
enakimi koti glede na smer sonénih zarkov.

THE POSITION OF RAINBOW ARCS

We provide an explanation, why there are several raibow arcs and why they always
appear at specififc angles offset to the direction of light rays.

Vsakdo pozna mavrico, pa vendar ima ta tudi lastnosti, ki niso splosno
znane — ena izmed njih, polariziranost svetlobe v mavricnem loku, je bila
ze obravnavana v Obzorniku[l]. Redki tudi vedo, da poleg dveh mavri¢nih
lokov obstajajo Se tretji, ¢etrti, pa tudi nadaljnji loki. Zaradi njihove Sibke
svetlosti in Se nekaterih drugih motecih dejavnikov jih je namre¢ mogoce
opaziti izjemno redko — fotografija tretjega loka je uspela sele leta 2011[2].
Ogledali si bomo, kako ti loki nastanejo in pod kaksnimi koti so vidni.

Ko se vodna kapljica kondenzira, ima zaradi povrsinske napetosti obliko
krogle. Pri padanju so kapljice izpostavljene silam zaradi zra¢nega upora, a
¢e premer kapljice ne presega 1 mm, so te sile v primerjavi s povrsinsko na-
petostjo zanemarljive, zato kapljica obdrzi obliko krogle[5][6]. Ce je kapljica
vecja, dobi obliko sploS¢enega rotacijskega elipsoida, ki z naras¢ajo¢im pre-
merom postaja Se dodatno ploséat na svoji spodnji strani. Dezne kapljice
so torej razliénih oblik, kot pa bomo videli, so za pojav mavrice zasluzne
kapljice, ki so okrogle. Zato bomo v nadaljevanju privzeli, da ima dezna
kapljica obliko krogle.

Ko soné¢ni zarek zadene dezno kapljico, se pri prehodu v notranjost naj-
prej lomi, potem se znotraj kapljice enkrat ali veckrat odbije, ko zapusti
kapljico, pa se spet lomi. Zarek do tocke T, kjer doseze kapljico, skupaj s
spojnico tocke T' in sredis¢a kapljice napenja ravnino, v kateri zarek ostane
tudi po lomu oziroma odbojih znotraj kapljice. Za opis dogajanja torej
zadosca obravnava preseka kapljice s to ravnino. Ce v njej postavimo koor-
dinatni sistem tako, da je izhodis¢e v sredis¢u kapljice, os = pa kaze v smeri
proti Soncu, je kot, ki ga sonéni zarek oklepa z normalo na povrsino kapljice
v tocki T, kjer zarek doseze kapljico, enak polarni koordinati o1 tocke T'.

Vzemimo, da je kot, ki ga izhodni zarek oklepa s smerjo proti Soncu (se
pravi z z-0sjo), opisan s funkcijo f(a) (kjer je o vpadni kot).
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YA

Slika 1. Ravninski presek vodne kapljice

Oglejmo si, kam kazejo izhodni zarki, ki ustrezajo son¢nim zarkom, ki
zadenejo kapljico v tockah loka {! Te tocke ustrezajo vpadnim kotom « €
(o1 — Ap, o7 + Ap). Kot, ki ga tak izhodni zarek oklepa z z-osjo, je enak
f(a) in zato lezi na intervalu (f(or) — Af, f(pr) + Af), kjer je

Af ~ fller) - Ap.

Manjsi ko je odvod f'(¢r), manj se za zarke, ki zadanejo lok I, smeri izho-
dnih zarkov razlikujejo mad seboj — ¢e bi jih vzporedno premaknili tako, da
bi izhajali iz iste tocke, bi vsi lezali v kotu velikosti 2f’(¢7) - Agp.

Ce je @7 stacionarna tocka funkcije f(z), je Af ~ 0, v tem primeru
so zato smeri izhajajocih zarkov priblizno enake za vse tocke loka I. Sopu
vzporednih sonénih zarkov, ki pokrijejo lok [, zato ustreza (skoraj) vzpo-
reden Sop izhodnih zarkov, ki sijejo (priblizno) v smeri, ki s smerjo proti
Soncu oklepa kot @9 = f(¢r). Kdor pogleda v nasprotni smeri, vidi zato
enako (le obrnjeno) sliko, kot ¢e bi z mesta dezne kapljice pogledal proti
Soncu (ker se vse opisano dogaja v ravnini, seveda velja vse povedano le za
to, kar vidimo skozi zaslon z rezo, ki lezi v tej ravnini). Ta nasprotna smer
je v obravnavani ravnini okarakterizirana s tem, da oklepa kot ¢y s smerjo
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stran od Sonca (glej sliko 2).

Opisano velja za vsako ravnino skozi sredisée dezne kapljice, ki je vzpo-
redna smeri proti Soncu in za vsako dezno kapljico, na katero pada son¢na
svetloba. Vsaka vodna kapljica, obsijana s soncem, zato del svetlobe, ki
pade nanjo, preusmeri v smeri vsakega poltraka, ki s smerjo proti Soncu
oklepa kot ¢g. Ce se v neki smeri od opazovalca, ki s smerjo stran od Sonca
oklepa kot g, nahaja vodna kapljica, obsijana s soncem, zato ta kapljica
del sonéne svetlobe, ki pade nanjo, preusmeri tudi v smeri proti opazovalcu,
zato je zanj svetloba iz te smeri veliko svetlejsa kot iz drugih smeri, iz katerih
prihaja le obi¢ajna dnevna difuzna svetloba. Ce do tega pride tudi v drugih
smereh, ki s smerjo stran od Sonca oklepajo kot g, vidi to opazovalec kot
svetal krozni lok, ki sega, do koder se nahajajo dezne kapljice, obsijane s
soncem.

Slika 2. Nastanek loka mavrice

To pa Se ni vsa zgodba. Za svetlobe razli¢nih valovnih dolzin se namrec
lomni koli¢nik vode nekoliko razlikuje — za rdeco znasa 1.331, za vijolicno
1.344, za ostale spektralne barve se vrednosti zvrstijo vmes. Kot bomo
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videli, je koli¢ina f(pr) zvezno odvisna od lomnega kolicnika. Ker vse
povedano velja za vsako spektralno barvo posebej, ustreza zato vsaki barvi
svetel lok v tisti barvi, ki ga vidimo pod malo drugac¢nim kotom, kot druge
barve, skupaj pa ti loki tvorijo znano mavrico.

Kot je bilo ze uvodoma rec¢eno, vse dezne kapljice niso okrogle. Iz tega,
kar je bilo doslej povedano, pa je jasno, da za nastanek pojava mavrice
zadosca, da so med njimi prisotne tudi okrogle kapljice. Seveda pa velja:
vecji ko je delez okroglih kapljic med njimi, moc¢nejsi oziroma izrazitejsi je
pojav.

Oglejmo si zdaj, kaj se zgodi s sonCtnim zarkom na poti skozi dezno
kapljico!

Najprej se pri prehodu iz zraka v vodo zarek lomi v skladu s Snellovim
zakonom: kota « in §, ki ju vpadni in lomljeni zarek oklepata z normalo na
vodno povrsino, sta v zvezi .

sin «

sin 8 " (1)
(konstanti n pravimo lomni koli¢nik vode). Pri tem se smer zarka spremeni
za kot a — 3.

Slika 3. Pot zarka v kapljici

Del zarka znotraj kapljice od ene do druge robne tocke je tetiva kroga,
ki je presek kapljice z naSo ravnino. Trikotnik T175S je zato enakokrak,
vpadni kot pri odboju je enak kotu 8. Ker je odbojni kot enak vpadnemu,
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se zato to ponovi tudi pri vsakem morebitnem nadaljnjem odboju znotraj
kapljice, pri tem pa je vsaki¢ sprememba smeri zarka enaka kotu m—28. Ko
zarek zapusti kapljico, se spet lomi in pri tem spremeni smer za o — 3.

Ce se zarek znotraj dezne kaplice k-krat odbije, znasa skupna sprememba,
njegove smeri

(a—B)+k(r—28)+(a—pB)=2a—2(k+1)8 + kr.

Ker zacetni zarek z z-osjo oklepa kot m, oklepa zato izhajajoci zarek z
njo kot
fe=2a—-2k+1)p+ (k+1)r.

Ce iz (1) izrazimo f3, dobimo tako

fr(a) = 2a0 — 2(k + 1) arcsin (:L sin a> +(k+)m. (2)
Enacba
dfy(a) 0
da

ima na intervalu [0, 5] resitev

(k+1)2—n?

Q. = arcsin m .

Za vsak k > 1 torej stacionarna tocka obstaja, tako da tej poti zarka skozi
kapljico ustreza svetlobni lok, ki s smerjo son¢nih Zzarkov oklepa kot

o = frlag) = (3)
B . | (E+1)2—n? (1 [(E+1)%2—n?
= 2arcsin ICES 2(k + 1) arcsin (n (/ﬁ—i—1)2—1> +
+(k+1)m.

To je res zvezna funkcija lomnega koli¢nika n, zato lezijo (za izbrani k)
svetlobni loki posameznih barv blizu drug drugega in skupaj tvorijo mavrico.

Lego posameznih mavri¢nih lokov na nebu najdemo, ¢e poiséemo kote,
pod katerimi vidimo rdece oziroma vijoli¢ne loke v posameznem mavri¢nem
loku. Kot vemo, so ti koti (glede na smer stran od Sonca) enaki ¢y (se
pravi, kotom izhodnih zarkov glede na smer proti Soncu), ki jih izra¢unamo

16 Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 1



Lega mavri¢nih lokov

po (3). Obi¢ajno nam je vseeno, v kateri smeri odmerimo kot med zarkom
in dano smerjo, zato je pravzaprav tu za nas relevantna koli¢ina |fx(a)|. Ti
koti so:
rdeca  vijoli¢na

lp1| 42,37 40,51

lp2| 50,36 53,73

lps| 137,53 142,25

lpa| 137,24 131,17

lps| 52,91 45,57

Za tretji in Cetrti mavri¢ni lok so ti koti topi, kar pomeni, da sta ta
dva mavri¢na loka na tisti strani neba, kjer je Sonce. V teh primerih raje
uporabljamo suplementarne kote teh kotov, se pravi, kote, odmerjene od
smeri proti Soncu:

rde¢a  vijolicna
lps| 42,47 37,75
lpa| 42,76 48,83

Vidimo, da je v primarnem loku vijoliéna na dnu in rde¢a na vrhu ma-
vri¢nega loka, pri sekundarnem loku pa je vrstni red barv obrnjen. Podobno
je pri tretjem oziroma Cetrtem mavricnem loku: pri tretjem je na dnu vi-
joli¢na in na vrhu rdeca, pri cetrtem loku pa je obratno. Drugi mavri¢ni
lok lezi nad prvim, razmik med njima pa znasa 8°. Podobno je cetrti ma-
vri¢ni lok nad tretjim, razmik med njima pa je malo ve¢ kot Cetrt stopinje.
Prvi mavriéni lok je Sirok manj kot 2°, vsak naslednji lok pa je sirsi od
prejsnjega. Peti mavri¢ni lok lezi med prvim in drugim mavri¢nim lokom
(pravzaprav njegov vrh ze seze v obmocje sekundarnega loka), na dnu tega
loka je vijolicna barva.

Glede na to, da lezi drugi mavri¢ni lok blizu prvega, se morda zdi komu
presenetljivo, da lezita tretji in Cetrti mavri¢ni lok na drugi strani neba
— na strani, kjer je Sonce. A dodatni odboji naredijo svoje. Na sliki 4
lahko primerjamo poti zarka pri dveh oziroma treh odbojih, ki ustrezata
vpadnima kotoma, ki sta stacionarni tocki za fo oziroma f3. Medtem ko
oklepa izhodni zarek s smerjo proti Soncu pri dveh odbojih oster kot, je ta
kot pri treh odbojih Ze top oziroma njegov suplementarni kot — kot glede na
smer stran od Sonca — je oster. Zato je kot, ki ga sekundarni mavriéni lok
oklepa s smerjo stran od Sonca, oster, medtem ko je kot, ki ga s to smerjo
oklepa terciarni mavricéni lok, top, oziroma negov suplementarni kot — kot
tega mavri¢nega loka glede na smer proti Soncu — je oster. Medtem ko lezi
sekundarni mavri¢ni lok na strani neba, ki je stran od Sonca, je terciarni
mavric¢ni lok na strani neba, kjer je Sonce.
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Slika 4. Pot zarka pri dveh oziroma treh odbojih

Ni se tezko prepricati, da je za vsak k funkcija fi(c) na intervalu (0, g)
konveksna, vsaka od njih ima torej v svoji stacionarni tocki minimum.

Ker vrednosti fi(«) izrazajo kote, med kotoma ¢ in ¢+ 27 pa (kadar gre
za dolocanje lege) ne razlikujemo, lahko izraze fi(«) ustrezno poenostavimo.
Konstantni ¢len v (3) postavimo pri lihih k& kar enak ni¢, pri sodih pa 7 ali
—7l. Ker so vse fi(a) lihe funkcije?, zadoséa, da jih prou¢imo na intervalu
[0,3]. Za k =1,2,...,5 dobimo funkcije

1 1
fi(a) = 2a0 — 4 arcsin ( sin a) + 27 = 2a — 4 arcsin < sin a)
n n
(1. .
fa(a) = 20 — 6 arcsin < sin a> + 31 = 2a — G arcsin ( sin a>
n n
(1. . (1
f3(a) = 2ae — 8 arcsin < sin a> + 41 = 2o — 8 arcsin ( sin a>
n n
(1. (1.
fa(a)) = 2a0 — 10 arcsin < sin a) + 57 = 2a — 10 arcsin ( sin a> +7
n n

1 1
f5(a) = 2a0 — 12 arcsin < sin a) + 67 = 2« — 12 arcsin < sin a> .
n n

1Saj lahko 7 nadomestimo s ™ — 27 = —.
2Pri lihih k je to o¢itno, drzi pa to tudi pri sodih k — na primer

fa(—a) = 2(—a) — 6arcsin (% sin(—a)) +r=

— 2(—a) — 6 arcsin (% sin(fa)) r—
= —fa2(a)
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Njihovi grafi za n = 1.335 (kar je lomni koli¢nik rumene svetlobe) na tem
intervalu so na sliki 5. Zaradi boljse preglednosti so narisani v razlicnih
barvah: fi je rdece, fs rjave, f3 zelene, f; modre in f5 vijolicne barve.

Slika 5. Grafi funkcij fi, fo, f3, fain f5

Funkcija | fi ()| ima ocitno v stacionarni tocki a; maksimum in zato za-
logo vrednosti [0, |¢1]]. Po enem odboju znotraj dezne kapljice zato noben
izhodni zarek ne more s smerjo proti Soncu oklepati kota, vecjega od |p1].
Nad primarnim mavri¢nim lokom je torej nebo temnejse kot pod njim. Po
drugi strani ima | fo(a)| v svoji stacionarni toc¢ki ccpy minimum in zato zalogo
vrednosti [|p2|,7]. Po dveh odbojih znotraj dezne kapljice zato noben iz-
hodni zarek ne more s smerjo proti Soncu oklepati kota, manjsega od |pa],
nebo pod sekundarnim mavri¢nim lokom je temnejse kot nad njim. Med
prvim in drugim mavri¢nim lokom je zato nebo temnejSe, kot drugje. Temu
pasu pravimo Aleksandrov temni pas (po filozofu Aleksandru iz Afrodizija).

Oznacimo zdaj s W svetlobni tok po k-tem odboju znotraj dezne ka-
pljice, s ®; pa svetlobni tok, ki po k-tem odboju zapusti kapljico. Potem
velja

Vg =@ + Wpyg.

Ker smemo vzeti, da je @) = a¥; (kjer je 0 < a < 1), sledi ¥pq =
(1 —a)Wy, zato je

(I)kJrl = a\I/k+1 = a(l - a)\Ilk =
= (1 - a)q)k .
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Slika 6. Aleksandrov temni pas

®;. je torej geometricno zaporedje s koeficientom, manjsim od ena, vrednosti
®;. zato z rasto¢im k padajo. Poleg tega se, kot smo videli, Sirine mavrié¢nih
lokov z rastoc¢im k vecajo, zato se relativne svetlosti naslednjih mavri¢nih
lokov Se toliko hitreje manjsajo.

Na sliki 6 se lepo vidi, da je svetlost sekundarnega mavri¢nega loka opa-
zno manjsa od svetlosti primarnega. Kot vemo iz izkuSenj, se pravzaprav
vcasih, kadar razmere niso idealne, sekundarnega mavri¢nega loka sploh ne
vidi. Tovrstne tezave se seveda pri mavri¢nih lokih visjega reda Se potenci-
rajo.

Pri lokih tretjega in cetrtega reda pa, kot vemo, nastopi Se dodatna
komplikacija — ta dva loka sta, za razliko od prvih dveh, na strani Sonca,
zato praviloma soncna svetloba Se dodatno prekrije svetlobo mavricnega
loka. Da bi bila ta dva mavri¢na loka vidna oziroma, da bi bil viden vsaj
tretji, je torej potrebno, da je nebo zapolnjeno z oblaki, tako, da je le malo
svetlobe in koristno je, Ce je za mavricnim lokom Se posebej temen oblak, na
ozadju katerega bo lok bolj izstopal. Ob vsem tem pa ne smejo imeti Son¢ni
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zarki na poti do obmocja dezja, kjer naj bi mavrica nastala, nobenih ovir,
tako da na dezne kapljice pade kar najmocnejSa svetloba, kar bo zagotovilo
kar najvecjo svetlost mavri¢nega loka, hkrati pa mora biti opazovalec v
senci (to je, ne sme biti izpostaljen direktni sonéni svetlobi). Vsi ti pogoji
so seveda le redkokdaj izpolnjeni, a tudi, ko so, je zaradi Sibke svetlosti loka
potrebno, da opazovalec ve, kje je treba mavri¢ni lok iskati, sicer ga zlahka
spregleda.

Vse nasteto pojasnjuje, zakaj so bili zapisi o opazenem tretjem mavri-
¢nem loku silno redki oziroma, zakaj so se prve fotografije tretjega loka
posrecile Sele leta 2011. Po drugi strani pa zaradi podobnosti oziroma blizine
med tretjim in Cetrtim mavri¢nim lokom ne preseneca, da je prva fotografija
Cetrtega mavricnega loka uspela Ze en mesec kasneje[3].

Pri petem mavriénem loku nastopi ugodna okolis¢ina — ne le, da lok
lezi stran od Sonca, ampak pade prav v Aleksandov temni pas, se pravi v
najtemnejsi del neba. Kljub manjsi svetlosti tega loka je zato tudi njegova
fotografija sledila razmeroma hitro, ze leta 2012[4]. Kot ugotavlja njen
avtor, pa je prav verjetno, da je bil na kaki lepo uspeli fotografiji prvih dveh
mavri¢nih lokov zaradi svoje Sibke relativne svetlosti peti lok spregledan,
da pa ga, ¢e vemo, kje ga je treba iskati, ob pozornem pregledu fotografije
vseeno najdemo.

Zaradi majhne svetlosti nadaljnjih mavri¢nih lokov je brez posebne op-
reme opazenje ali celo uspela fotografija takega loka malo vrejetna, oziroma
mogoca le v kontroliranem okolju laboratorija.
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Akademik prof. dr. Gabrijel Kernel (1932-2025)

Konec januarja smo se poslovili od akademika Gabrijela Kernela, zasluznega
profesorja Univerze v Ljubljani in zasluznega znanstvenika Instituta ”Jozef
Stefan”, zacetnika eksperimentalne fizike delcev v Sloveniji.

Gabrijel Kernel se je rodil septembra 1932 v Kocah pri Postojni. Fiziko
je Studiral na Odseku za tehnisko fiziko FNT UL, kjer je leta 1965 tudi
doktoriral.

Znanstveno pot je zacel na betatronskem pospesSevalniku na Institutu
“Jozef Stefan”, kjer je s sodelavci izvedel pomembne meritve lastnosti atom-
skih jeder z uporabo zarkov gama. Raziskave na podroc¢ju jedrske fizike je
nadaljeval na Univerzi v Oxfordu, kjer je opazoval inverzne fotojedrske re-
akcije, inducirane s protoni in delci alfa ter pri tem testiral invariantnost na
obrat Casa.

Po vrnitvi na Institut “Jozef Stefan” se mu je leta 1975 zaradi svoje
znanstvene odlicnosti uspelo vkljuciti v raziskave v evropskem centru za
jedrsko fiziko CERN v Zenevi. Ob sebi je zbral ekipo mlajsih sodelavcev. Bil
jim je mentor pri diplomskih in magistrskih nalogah ter doktoratih. Z njimi
je v okviru mednarodne raziskovalne skupine Omicron zgradil spektrometer
za raziskovanje sipanja pionov na protonih. Pri osrednji meritvi, Studiju
tvorbe pionov blizu praga, je s sodelavci izmeril pionsko-pionsko sipalno
dolzino. V tem ¢asu je prevzel vodstvo skupine Omicron in jo zelo uspesno
vodil, najprej med zajemanjem podatkov, nato pa Se v obdobju njihove
analize in interpretacije rezultatov.

Skrb za mlajSe sodelavce in za razvoj fizike delcev ga je leta 1984 vo-
dila pri odloc¢itvi za vklju¢itev njegove raziskovalne ekipe v mednarodno
znanstveno skupino ARGUS v raziskovalnem sredis¢cu DESY v Hamburgu.
Tam so s sodelavci prvi izmerili meSanje nevtralnih mezonov B in tako prisli
do enega najbolj presenetljivih rezultatov v fiziki delcev konec osemdesetih
let. Z mlajsimi sodelavci je izmeril sklopitveno konstanto moé¢ne interakcije
in Studiral hadronske sisteme, ki nastanejo pri trku dveh visokoenergijskih
zarkov gama.

Veliko vitalnost je pokazal, ko se je pri 66 letih pridruzil skupini DELPHI
v CERN-u. Tu je, med drugim, s sodelavci dolocil sklopitveni parameter
treh Sibkih umeritvenih bozonov in prouceval asimetrijo naprej-nazaj pri
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razpadih nevtralnega Sibkega mezona v par kvark-antikvark b.

Gabrijel Kernel ni bil le vrhunski znanstvenik. Bil je tudi predan peda-
gog in mentor, ki je navdihnil generacije mladih fizikov. Bil je klju¢na oseba
za razvoj studija fizike delcev na Univerzi v Ljubljani. Bil je izjemen mentor
pri diplomskih, magistrskih in doktorskih delih. Njegovi Studenti so se uve-
ljavili kot uspesni znanstveniki, pedagogi in podjetniki. MlajSe sodelavce
nas je spodbujal pri iskanju samostojne raziskovalne poti in odpiranju no-
vih raziskovalnih podro¢ij. Marko Mikuz in Danilo Zavrtanik sta z mlajsimi
sodelavci nadaljevala raziskave v eksperimentih v CERN-u pri bistveno vis-
jih energijah, Peter Krizan pa je s sodelavci najprej raziskoval na institutu
DESY in nadaljeval pri raziskovalnem projektu Belle na Japonskem.

Med priznanji njegovemu raziskovalnemu delu je treba omeniti Kidric¢evi
nagradi leta 1960 in 1970, nagrado Sklada Borisa Kidrica 1975, Kidricevo
nagrado leta 1991, priznanje ambasador Republike Slovenije za znanost leta
1992 in Zoisovo nagrado za zivljenjsko delo leta 2011. Leta 1995 je bil
izvoljen za izrednega ¢lana Slovenske akademije znanosti in umetnosti in
leta 2001 za rednega ¢lana. Med letoma 2008 in 2014 je bil nacelnik Oddelka
za matematicne, fizikalne in kemijske vede III. razreda SAZU.

Gabrijel Kernel je opravljal stevilne pomembne funkcije na Univerzi v
Ljubljani, na Institutu "Jozef Stefan”, na Univerzi v Novi Gorici, na Razisko-
valni skupnosti Slovenije in na Agenciji za raziskovalno dejavnost Republike
Slovenije.

Predvsem pa je bil Gabrijel Kernel, nas kolega in vzornik, ki smo ga pri-
jatelji in kolegi klicali Elko, ¢udovit ¢lovek in sodelavec. Znal je prisluhniti
svojim mlaj$im kolegom in z njimi deliti svoje razkosno znanje. Ob njem
smo mlajsi sodelavci v letih, ki so bila odlo¢ilna za nase formiranje, spoznali
mo¢ uglasenega raziskovalnega dela v skupini.

Peter Krizan in Marko Mikuz
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Slika 1. Med predavanji.

Slika 2. Spektrometer Omicron v CERN-u.
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Slika 3. Slovenska ekipa pri eksperimentu Omicron poleti 1982: sedijo Gabrijel Kernel,
Ales Stanovnik, Danilo Zavrtanik, stojijo Marko Stari¢, Peter Krizan, Franc Sever, Marko
Mikuz, Darko Korbar (od leve proti desni).

Slika 4. Osemdesetletnica Gabrijela Kernela: Ale§ Stanovnik, Walter Schmidt-Parzefall
(vodja eksperimenta ARGUS), Volker Soergel (direktor instituta DESY), Svjetlana Fajfer,
Gabrijel Kernel.
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Enaintrideseto mednarodno tekmovanje studentov matematike

V letu 2024 je mednarodno matemati¢no tekmovanje za Studente potekalo
med 5. in 11. avgustom, tudi tokrat v Blagoevgradu v Bolgariji. Na
seznamu udelezencev je bil tokrat 401 Student, kar je najve¢ do sedaj. Ekip
je bilo 79. V vseh izvedbah je do sedaj sodelovalo ze ve¢ kot 200 institucij,
kar seveda pomeni, da jih mnogo ne sodeluje ve¢. Razlogi za to so verjetno
razlicni, a pogosto se zgodi, da ko vodja ekipe ne zeli (ali zmore) ve¢ voditi
svoje ekipe, ne dobi naslednika in univerza preneha s sodelovanjem. Pri nas
se to na sreco ni zgodilo. Prav tako pogosto pride do kaksnih nepredvidenih
nezelenih okolis¢in, zaradi katerih potem univerza ne sodeluje ve¢. Tudi to
se, na sreco, pri nas ni zgodilo. Ve¢ o tem kasneje.

Iz Slovenije je bilo letos spet veliko udelezencev, kar 10 tekmovalcev,
Se en udelezenec in trije spremljevalci. Fakulteto za matematiko in fiziko
Univerze v Ljubljani so zastopali Luka Ponikvar iz drugega letnika, Lovro
Drofenik, Jaka Vrhovnik in Patrik Znidarsi¢ iz tretjega letnika ter Masa
Zaucer, Luka Horjak in Job Petrovéi¢ iz prvega letnika druge stopnje. V
ekipi je bil sicer tudi Luka Andrensek iz drugega letnika, ki pa je na poti
zbolel in se Se pred tekmovanjem vrnil domov. Fakulteto za matematiko,
naravoslovje in informacijske tehnologije Univerze na Primorskem so zasto-
pali Diar Gashi, Esmir Zoleti¢ in Dmytro Tupkalenko. Vodji ekip sva bila
Gregor Sega in Gregory Robson, pomocnik vodje ekipe FMF pa je bil Beno
Ucakar.

Slika 1. Ekipa FMF tik pred zacetkom tekmovanja.
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Tudi letos so nasi tekmovalci naloge resevali zelo uspesno. Luka Hor-
jak je svojo lansko uvrstitev izboljsal Se za eno mesto in s petim mestom
spet osvojil veliko prvo nagrado. Poleg njega je prvo nagrado dobil tudi
Job Petrovéié. Drugo nagrado so dobili Jaka Vrhovnik, Lovro Drofenik in
Patrik Znidarsic, tretjo nagrado pa Luka Ponikvar in Maga Zaucer. Prav
tako je Diar Gashi osvojil tretjo nagrado, Esmir Zoleti¢ pohvalo in Dmytro
Tupkalenko potrdilo o udelezbi.

Ekipni uspeh se je odrazil pri skupni uvrstitvi, kjer je ekipa FMF do-
segla Sestnajsto mesto, kar je spet odli¢na uvrstitev naSe ekipe. V vsakem
izmed zadnjih §tirih let smo vedno osvojili vsaj dve prvi nagradi, pred tem
pa v Stirinajstih letih le eno. Se en dokaz izjemnosti trenutne generacije
tekmovalcev na FMF. Ekipa FAMNIT je bila 71-ta.

Vet kot 400 tekmovalcev s spremljevalci presega zmogljivosti Student-
skega kampusa v Blagoevgradu, zato je bilo nekaj udelezencev nastanjenih
po okoliskih namestitvah. Tako se je delno sicer izgubila lokalnost tekmova-
nja. Tega nasa ekipa sicer ni toliko ob¢utila, saj smo bivali v Blagoevgradu
man]j Casa od predvidenega.

Slika 2. Namesto na cilju Se na poti.

Namrec, za ekipo FMF se je tokrat tekmovanje zacelo neobi¢ajno. Na-
mesto da bi prispeli v ponedeljek (kot je bilo na¢rtovano), v torek prisostvo-
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vali otvoritveni slovesnosti in izbirali naloge (to seveda poc¢neta le vodja in
pomo¢nik vodje), smo bili v sredo, na prvi tekmovalni dan, Se na poti. Ra-
zlog so bile zamude v letalskem prometu. Sredi noc¢i smo le prispeli, Se nekaj
casa pa je potem trajalo, da smo zbudili organizatorje in da so ti ugotovili,
kam naj nas namestijo. Po le nekaj urah spanja je tekmovalce ¢akalo prvih
pet ur reSevanja nalog. Nadaljevanje sicer ni bilo brez nevse¢nosti (od blizu
smo spoznali tudi u¢inkovitost bolgarskega zdravstvenega sistema), vendar
so tekmovalci vse dobro prenesli in, kot kazejo rezultati, hujSega negativnega
ucinka teh nevse¢nosti ni bilo.

Slika 3. Ena od predavalnic tik pred zacetkom resevanja.

Po vseh tezavah na poti je bilo reSevanje nalog za nase tekmovalce naj-
boljsa oblika sprostitve. Trije primeri sprostitvenih nalog sledijo.
Tokrat za¢nimo s kompleksnimi Stevili.

Naloga 1. Poiscite vse pare kompleksnih stevil (a,b) € C x C, za katere
velja
la| = 10| =1 in a+b+abeR.
Druga naloga je z zaporedji:

Naloga 2. Dano je zaporedje x1,x2, ... z zacetnima ¢lenoma x; = 2 in
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To9 = 4 ter rekurzivno zvezo
n

2
l’n+2:3l’n+l—2$n+; zan>1.
n

Dokazite, da obstaja limita lim,, ,., 5% ter velja

1+v3 _ .z _3
5

Slika 4. Piknik vecerja po drugem tekmovalnem dnevu.

Konc¢ajmo z nalogo iz kombinatorike.

Naloga 3. Matrika A = (a;;) je prijetna, ce ustreza naslednjim zahtevam:

(i) Elementi matrike A so natanko Stevila {1,2,...,2t}, za neko naravno
Stevilo ¢.

(ii) Elementi matrike A so nepadajoéi v vsaki vrstici in vsakem stolpcu.
(iii) Enaki elementi se lahko pojavijo samo v isti vrstici ali v istem stolpcu.

(iv) Za vsak par dveh zaporednih stevil lahko najdemo dva predstavnika v
matriki, ki sta v razliénih stolpcih in razli¢nih vrsticah.
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Dokazite, da je za vsaki celi stevili m in n Stevilo razliénih prijetnih
matrik razseznosti m x n sodo.

111
Na primer, edini 2 x 3 prijetni matriki sta { ] in [

2 2 2

11 3
2 4 4y

Slika 5. Ekipa FMF na podelitvi priznanj.

Resitev Naloge 1. Nalogo se da resiti na veé nacinov. Ce stevili zapisemo
v eksponentnem zapisu, preko faktorizacije vsot sinusov hitro pridemo do re-
Sitve. Ena moznost je obravnava enacbe glede na a. Morda najelegantnejSa
resitev pa je naslednja: ker je a + b+ ab € R, velja

a+b+ab=a+b+ab.

Obe strani pomnozimo z ab ter upostevamo, da je aa = 1 in bb = 1, da
dobimo
a’b+ab®> +a* =b+a+b?

oziroma
a?b+ab’+a’>—b—a—-0>=0.

Izraz razcepimo: a?b+ab?+a?—b—a—b* = ab(a+b)+(a+b)(a—b)—(a+b) =
(a+b)(ab+a—-b—1) = (a+0b)(a—1)(b+1). Tako dobimo tri druzine
reSitev: b= —qalia=1ali b= —1.
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Slika 6. Uspesni in zadovoljni udelezenci.

Resitev Naloge 2. Rekurzivno zvezo preoblikujemo:

n
Tpt2 — 2Tpt1 = Tpgl — 2Tp + —,

T,
od koder (z iteracijo) dobimo
Tng2 — 2Tpi1 = 2 — 201 + Z .
k=1
Prva dva ¢lena poznamo, tako je
Tpt2 = 2Tp41 + —.
Tk

k=1

Sledi, da je x, > 2x,—_1, posledi¢no je x,, > 2™. Ker je torej % < 1, smo
dobili oceno

241 < Tpt2 < 2Tp41 + 10

oziroma
Tn+1 Tn+42 Tn+1 n
2n+1 — 2n+2 — 2n+1 2n+2 :
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Sledi, da je zaporedje §& narascajoce in
n
T Tp—1 n—2 xr2 k—2
o St T =y z2k '
k=2
: . 1/2 .
Ker jo 58 = 1, 350 g = i = 400 Xila gt = 7245 = 1 Je

sm < 1+41/2(4—1)—1 = 3/2. Dokazali smo, da je zaporedje narascajoce in
omejeno, torej ima limito. Ta limita je manjsa (ali enaka) od zgornje meje
ter veCja od vsakega ¢lena zaporedja. Izracunamo lahko z3 = 9, z4 = 20,
x5 = 386/9 in wg = 1342/15. Tako je %8 = 671/480 = 2401531 Ker je
431/240 > /3 (4312 = 185761 in 3 - 240> = 172800), smo pokazali tudi

spodnjo mejo.

Opozorilo glede tretje naloge: ta je bila precej tezja od prejsnjih dveh,
kar med drugim kaze povpreéna ocena. Ce je prva naloga bila v povprecju
ocenjena z 8,3 tocke (od 10 moznih) in druga s 4,7, je imela ta naloga
povprecje le 0,2.

Resitev Naloge 3.

Definiramo standardno Youngovo tabelo oblike m x n kot matriko raz-
seznosti m x n z elementi 1,2,..., nm, razporejenimi naras¢ajoce v vsaki
vrstici in vsakem stolpcu. Recemo, da sta dve standardni Youngovi tabeli
prijateljski, ¢e se razlikujeta le v dveh zaporednih §tevilih (kjer ima ena
zapisana z in x + 1, ima druga x 4+ 1 in x).

Iz prijetne matrike tvorimo standardno Youngovo tabelo tako, da stevilo
1 iz prijetne matrike, ki se v njej pojavi n;,—krat, zamenjamo s Stevili od
ni+...+ni—1+1don;+...+n;. Ker moramo ohraniti monotonost, je
transformacija enoli¢na.

Opazimo, da ima dobljena standardna Youngova tabela natanko 2t — 1
prijateljskih tabel (2t je Stevilo razliénih $tevil v izvorni prijetni matriki).

Poleg tega vsaka standardna Youngova tabela z lihim Stevilom prijatelj-
skih tabel ustreza enoli¢no doloceni prijetni matriki.

Za konec uporabimo lemo o rokovanjih: Stevilo Youngovih tabel, ki imajo
liho prijateljskih tabel, je sodo.

Druge naloge najdete na internetni strani www.imc-math.org.uk.

S tem tekmovanjem se je zakljucilo dolo¢eno obdobje, menjava se ekipa
studentov (tako kot vsako leto), prihodnje leto pa tudi vodja ekipe FMF. Z
veseljem in nestrpnim pricakovanjem tako ¢akamo poletje, ko bo 32. zapo-
redno tekmovanje spet potekalo v Blagoevgradu.

Gregor Sega

32 Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 1



Porocilo sestanka predsednikov EMS

Sestanek predsednikov EMS je potekal 29. in 30. marca v kraju Protaras
na Cipru, ki ga je po kratkem uvodnem nagovoru otvoril predsednik Jan
Philip Solovej.

Sledile so tri predstavitve.

Predsednik ciprskega matemati¢nega drustva Gregory Makrides je pred-
stavil delovanje drustva. Organizirajo tekmovanja, konference, imajo med
1000-1200 slusateljev na poletnih Solah itd., njhov letni prorac¢un pa je po-
doben nasemu. Zelo so aktivni v STEAME projektu (ve¢ v odstavku o
izobrazevanju).

Enrico Schlitzer je zadolZzen za komuniciranje in stike z javnosjo pri EMS.
Uvedli so platformo Good Grants za procesiranje prijav na razpise EMS.
Spet spodbujajo matematike, da se prijavljajo na ERC razpise.

Predsednik poljskega matemati¢nega drustva Jacek Migkisz nas je znova
opozoril na razpis za Banachovo nagrado za najboljsi doktorat iz matema-
tike. Rok za prijavo je bil 15. maj, ve¢ najdete na https://ibp.ptm.org.
pl/en/. Podeljujejo tudi Nagrado Ryll-Nardzewzski za dosezke po letu
2016, rok je konec leta, razpis pa Se bo objavljen. Poljaki so ustanovili
(recenzirano) revijo BioPhysMath, ki gostuje na arxivu, pokriva pa pove-
zave biologije z informatiko, matematiko, fiziko, statistiko. Opozoril je, da
matematiki vse pogosteje odhajajo v industrijo, kar pocasi postaja problem.

Nadaljevali smo s kratkimi porocili.

Izvréni direktor EMS Press André Gaul je povedal, da zalozniska hiSa
izdaja 26 revij, 22 po modelu S20 (subscribe to open) in 4 z diamantnim
dostopom (brez stroskov za bralce ali pisce, ampak trenutno ta model ni
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finanéno vzdrzen, ker je osnovan na donacijah in projektih), izdajo 10-12
knjig letno, od leta 2003 okoli 250 knjig.

Predsednik Odbora za drzave v razvoju, Balasz Szendroi je povedal, da
se ukvarjajo s promocijo matematike na globalnem jugu (Maroko, Vietnam,
Senegal, Pakistan, Uzbekistan, Malezija, Nigerija, Benin), od leta 2017 do
2023 je program financirala Simonsova fundacija, vendar v zadnjih dveh le-
tih na razpisu niso bili ve¢ uspesni. Direktno so financirani dogodki, obstaja
program donacije knjig, svetujejo pri pripravi kurikulumov, doktorskih pro-
gramov ipd. Spodbujajo ljudi iz drugih regij, da se vklju¢ijo v delovanje
Odbora, saj so sedaj delezeni vec¢inoma ljudje iz severozahodne Evrope.

Predsednica Odbora EMS za srecanja, Klavdija Kutnar, je povedala,
koliko dejavnosti so v zadnjem letu financirali in nas spomnila, da je rok
za oddajo prijav za sofinanciranje 31. julij leta N-1 za leto N. Financirajo
se znanstvena srecanja, matematicni vikendi, ki pokrivajo ve¢ matematic-
nih podroc¢ij, organizirani z enim ali ve¢ korporativnih ¢lanov EMS, drugi
relevantni dogodki, poletne Sole, ki trajajo vsaj 5 dni in imajo dva tecaja z
najmanj 10 urami.

Predsednica Odbora za evropsko solidarnost Karine Chemla je povedala,
da Odbor nudi podporo za mlade raziskovalce brez lastnega raziskovalnega
denarja ali za upokojene matematike.

Predsednik EMS Solovej je predstavil delovanje zbMATH Open. Soo-
cajo se s tezavami, povezanimi z mnozi¢nim zajemanjem podatkov, ki ga
omogoca umetna inteligenca (Al data scraping) to pomeni, da imajo vec¢
miljonov dostopov na dan z raznih IP Stevilk, kar otezuje dostop navadnim
uporabnikom. Poleg tega nocejo, da s temi podatki manipulirajo roboti,
ceprav je dostop odprt. Dobili so projekt za izdelavo orodij za detektiranje
plagiatov.

Enrico Schlitzer je ocenil, da imamo okoli 40 000 evropskih raziskovalcev
matematikov (od 1.4 milijona evropskih raziskovalcev). Spomnil je, da so
mladi novi ¢lani EMS tri leta opro$ceni ¢lanarine, imajo pa poln dostop do
storitev EMS in spodbudil vse, da informacijo prenesejo na svoje institucije.
Predstavil je pregled aktivnosti na podro¢ju zmanjSevanja neenakosti in
enakih moznosti. Platforma EMS job (https://euromathsoc.org/jobs) zbira
ponudbe za sluzbe v matematiki in prosijo za promocijo te strani. Spomnil
je na platformo Popmath (https://www.popmath.eu/), ki je namenjena
objavam dogodkov s podrocja popularizacije matematike.

Preko Zooma se je javil tudi Ravi Vakil, predsednik AMS. Povedal je,
da imajo sedaj organ, ki skrbi za povezavo med znanstvenim okoljem in
politiko. Izrazil je skrb zaradi vpliva nove administarcije na univerzitetno
okolje. Ze v preteklosti je bilo National Science Fundation (NSF) namenjeno
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manj denarja, kot ga je bilo obljubljenega (lani je bilo razmerje 1:2). Na
NSF so odpustili 10 % osebja, obeta se tudi zmanj$anje financiranja.

V delu, namenjenemu razpravam, smo govorili o naslednjih temah.

Odprti dostop. Nekatere drzave imajo sklenjene sporazume na nacional-
nem nivoju, nekatere pa imajo konéno licenc, ki jih proti koncu leta zmanjka.
Adam Skalski, predsednik ERCOMa pri EMS (Evropski matematic¢ni razi-
skovalni centri) je povedal, da Poljaki Se vedno zagovarjajo odprti dostop,
¢eprav njihova znanstvena fundacija ne zahteva vec¢, da je to, kar financirajo,
objavljeno v odprtem dostopu. Predsednik Solovej je poudaril, da so pre-
dlagatelji plana S (https://www.coalition-s.org/towards-responsible
-publishing/) pozabili, da gre denar za odprti dostop iz raziskovalnega de-
narja, kar za matematike lahko pomeni tudi do 10 % proracuna. Tisti, ki
imajo projekte, so ponekod obvezani placati odprti dostop. Po analizi Insti-
tuta Max Planck je §lo pri prehodu na plan S na zacetku samo za zamenjavo
poslovnega modela, ki ni spremenila cene. Kasneje je to, da so raziskovalci
prisiljeni v objave v odprtem dostopu, povzrocilo dvig cen. Podpredsednica
belgijskega matemati¢nega drustva Sonja Hochloch je povedala, da Belgija
zahteva, da morajo raziskovalci pri potovanjih placati Se za oglji¢ni odtis,
kar pomeni pri konkretnem primeru skupaj z odprtim dostopom 25 % razi-
skovalnega proracuna.

Predlog iniciative o odgovornem objavljanju iz leta 2023 https://www.
coalition-s.org/towards-responsible-publishing/ pravi, da je potreb-
no skrajsSati ¢as od rezultata do objave. Opozarja na izgubljene informacije
pri recenziranju, saj sta zaradi anonimnosti izgubi intelektualni vlozek in
vpogled recenzenta v ¢lanek. Menijo, da je sedanji postopek recenziranja
posebej neugoden za mlade raziskovalce. Predlagajo sistem, ki bi bil osno-
van na skupnosti raziskovalcev in bi sledil petim nacelom: da je raziskovalec
sam odgovoren za diseminacijo svojih rezultatov, vsi rezultati so takoj vidni
vsem v celoti, za kontrolo kvalitete, ki je javna, poskrbi znanstvena sku-
pnost sama, pomembnost objav bo doloc¢ila znanstvena skupnost sama in
vsi delezniki v znanosti se zavezejo k podpori taksne vrste odprtega dostopa.
Da predlog morda ne vodi v smer, ki so si jo zamislili predlagatelji plana S,
opozarjajo mnenja na strani https://scholarlykitchen.sspnet.org/2023/
11/16/ask-the-chefs-coalition-ss-towards-responsible-publishing/

Plenilske revije. Na vprasanje, ali obstaja kak spisek revij, za katere se
ve, da niso plenilske, je glavni urednik zbMATH Christian Baer odgovoril, da
zbMATH nekaterih revij ne pokriva (tistih, za katere meni, da so sumljive,
gotovo ne), tiste, ki jih pokriva 100 %, so varne, nekatere pa pokriva po
¢lankih. (Obstaja Bealov seznam https://beallslist.net/\#update)

Izobrazevanje. Na kratko sem predstavila tezave, ki jih imamo zaradi
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pomanjkanja uciteljskega kadra v Sloveniji in posila kolege za deljenje nji-
hovih izkusSenj.

Montserrat Alsina, predsednica katalonskega matemati¢nega drustva, je
povedala, da se tudi Katalonci soocajo s premajhnim stevilom uciteljev ma-
tematike. Posledi¢tno matematiko ucijo ekonomisti, inzenirji in podobni.
Imajo projekt z vlado, ki bo placala za doizobrazevanje za ucitelje. Uci-
telji pa bi morali biti tudi na tekoCem z novostmi. PoskuSala je prepricati
uradnico na ministrstvu za izobrazevanje o pomembnosti matematike in je
tako v ¢asu tekmovanja Kenguru organizirala srecanje uradnice z ucenci, ki
so uradnici povedali, da bi se radi ucili matematiko in kaj znali; to jo je
presenetilo, ker je pricakovala, da jih zanima samo, kako bi se dobro imeli.
Starsi opazajo, da je kljub visokim ocenam znanje neustrezno in tisti, ki si
to lahko privosc¢ijo, najemajo inStruktorje za svoje otroke.

Podoben problem s pomanjkanjem uciteljev imajo tudi Danci, pravi
predsednik danskega matemati¢nega drustva Simon Kristensen. Tezava ni
le placa, ampak predvsem pomanjkanje spostovanja poklica. Primanjkljaj
uciteljev so poskusili zmanjsati tako, da bi doizobrazili 30 brezposelnih in-
zenirjev. Izobrazevanje sta koncala samo dva, saj so drugi opustili izobra-
zevanje, ko se je na trgu stanje izboljsalo.

Predsednik italijanskega matemati¢nega drustva Marco Andreatta je po-
vedal, da je pri njih isti problem. Poleg tega ministrstvo vsakih 10 let menja
pravila. Uvedli naj bi racunalnistvo znotraj matematike, za ta pouk imajo
neke usmeritve, ki pa se jih ra¢unalni¢arji noc¢ejo drzati.

Predsednica hrvaskega matemati¢nega drustva Vesna Zupanovi¢ je po-
vedala, da se podjetja zavedajo, kako je pomembna matematika in tako
poberejo vse diplomante in nihc¢e ne ostane v Solstvu.
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Za razliko od drugih pa Svicarji, kot je povedal predsednik &vicarskega
matemati¢nega drustva Joachim Rosenthal, nimajo tezav z uciteljskim ka-
drom. Ucitelji zacetniki imajo malenkost visje place, kot je zacetniska placa
inzenirja. Za poucevanje je potreben magisterij iz matematike in doizobra-
zevanje s pedagoskimi predmeti, kar pa lahko opravijo, ko so ze zaposleni.
Povedal je tudi, da gre priblizno ¢etrtina do tretjina u¢encev po osnovni Soli
na gimnazije. Te veljajo za elitne. Imajo pa zelo dobro razvit sistem $Sol z
vajeniStvom.

Predsednik finskega matemati¢nega drustva Pekka Panka pravi, da imajo
manjsi dotok Studentov matematike, priblizno polovico manj, na pedago-
Skoh smereh pa priblizno tri ¢etrtine manj kot v preteklih letih.

Predsednik ciprskega matemati¢nega drustva Makrides pravi, da bi EMS
moralo bolj promovirati ucenje in se vprasati, kaj lahko naredi za ucitelje.
Lahko bi dala uciteljem na voljo svoje vire. To so ljudje, ki bodo spodbu-
dili mlade, da se ukvarjajo z matematiko. OzaveS¢anje je treba zaceti pri
majhnih. Sedaj se med najboljsimi samo 20 % Studentov se odlo¢i za STEM
podrocja.

Makrides tudi sodeluje pri projektu STEAME (Science, Technology, En-
gineering, Arts, Mathematics and Entrepreneurship). Gre za projektno uce-
nje. Za prenos v Sole izobrazujejo ucitelje, ki dobijo poseben certifikat. Vec
si lahko preberete na spletni strani: https://steame-academy.eu/. Teh-
nolosko je integracija projektnega ucenja zaradi novih tehnologij mozna,
tezava je, kako najti Solski ¢as za to. Opozoril je na raziskavo OECD o ra-
zvoju matematiénih kurikulumov: https://www.oecd.org/en/publications/
an-evolution-of-mathematics-curriculum_0ffd89d0-en.html

Predsednica izraelskega matematicnega zdruzenja Mina Teicher je me-
nila, da je potrebno napore usmeriti v to, da se med splosno populacijo
poveca zavedanje o tem, kje vse je matematika in da se je brez nje nemo-
goce spopasti z izzivi 21. stoletja.

Ceprav matematika predstavlja temelj stevilnih sodobnih tehnoloskih
reSitev, se njene vloge v §ir§i javnosti pogosto ne prepoznava. Solovej zato
izpostavlja, da matematiki delujemo kot 'strojnica' znanstvenega in tehnolo-
Skega sistema — kljucni za njegovo delovanje, a ve¢inoma ostajamo v ozadju,
neopazeni.

Povezava med matematiki in odlocevalci. Dolgoroéna ideja bi bila imeti
pisarno v Bruslju, ki bo skrbela za povezavo med matematiki in odlo¢evalci.
Zato EMS predlaga ustanovitev dveh delovnih skupin, zunanje (odloc¢evalci
in financiranje) ter notranje (mobilizacija raziskovalcev, informiranje mate-
mati¢ne skupnosti o tem, kdo so pomembni delezniki doma, ki imajo vpliv
na evropskem nivoju).
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Izpostavljeno je bilo, da pomaga, ¢e imamo moc¢ne prijatelje, kot je
v Nemciji VW fundacija, https://wuw.volkswagenstiftung.de/en/our
-funding-portfolio.

Predsednik italijanskega matematiénmega drustva Marco Andreatta je
povedal, da jim bo Deloitte pomagal pri prepricevanju vlade, da je mate-
matika pomembna. V ta namen pripravljajo porocilo (ki pa ni poceni).

Nekaj teh porocil je ze bilo pripravljenih in jih je zbrala EUMathsln
(https://eu-maths-in.eu/documents/). Naredili so jih Nizozemci in Bri-
tanci, ki so najeli lobiste za prenos vsebine porocila odlo¢evalcem, kar se je
pokazalo za uspesno.

Za OM DMFA Jasna Prezelj

Zahvala

V prejsnji stevilki smo predstavili novo pridobitev za slovensko matematiko
in fiziko — zakljucen projekt digitalizacije vseh stevilk Preseka in Obzornika
DMFA. Se pred nekaj leti bi bila izvedba taksnega projekta nepredstavljiva.
Uresnicil jo je izjemen razvoj racunalnistva in umetne inteligence v zadnjih
letih, ki je omogocil precej zanesljivo strojno razpoznavanje (angl. OCR —
optical character recognition) matemati¢nih in fizikalnih tekstov.
Opravljeno je bilo strojno razpoznavanje vseh skeniranih Obzornikov, na
podlagi tega pa narejen iskalnik, ki omogoca iskanje po klju¢nih besednih
zvezah v vseh Stevilkah Obzornika od 1. do 54. letnika. Iskalnik zanesljivo
prepoznava slovenske Sumnike, najde tudi deljene besede ter nima tezav
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s pisanimi ¢rkami, ki se pojavljajo na primer v prvih letnikih Obzornika.
Seveda se tu in tam neizogibno pojavljajo tudi napake, ki so posledica na-
pacnega strojnega razpoznavanja ali slabse kakovosti skeniranja. Te bomo
postopoma odpravljali s pomoc¢jo odzivov nasih bralcev.

Trenutno lahko do digitaliziranih Obzornikov dostopamo preko https:
//1lkrv.fri.uni-1j.si/"ajurisic/omf_1-54/index.html Poteka prenos
datotek na streznik DMFA, kasneje pa tudi na streznik Digitalne Knjiznice
Slovenije, DLIB.

Drznemo si trditi, da je to delo po pomembnosti za slovensko matema-
tiko in fiziko primerljivo s prvo izdajo Obzornika DMFA. Iskrena zahvala
Aleksandru Jurisi¢u in njegovim sodelavcem, ki je zasnoval ta projekt, ga
izvedel in omogocil njegovo javno uporabo.

Urednistvo

Vabilo na Konferenco slovenskih matematikov

Odbor za matematiko pri DMFA Slovenije vas vabi, da se udelezite druge
Konference slovenskih matematikov, ki bo 12. in 13. septembra 2025 v
Kopru. Konferenca bo imela dve plenarni predavanji, pedagosko sekcijo,
raziskovalno-aplikativno sekcijo in sekcijo za mlade (doktorske in podoktor-
ske studente).

V petek, 12. septembra, bo popoldne okrogla miza na temo pomanjkanja
uciteljev fizike in matematike z gosti z ministrstva za Solstvo.

Vabim o vas, da se ¢im prej registrirate preko spletne strani konference:
https://conferences.matheo.si/event /45 /.

Poroéilo o 79. Obénem zboru DMFA Slovenije

79. obéni zbor drustva DMFA Slovenije je potekal v ¢etrtek, 6. marca 2025,
v Vidavovi predavalnici na Fakulteti za matematiko in fiziko v Ljubljani.
Po kratkem pozdravu predsednice drustva dr. Mojce Vilfan smo kljub lepo
napolnjeni predavalnici hitro ugotovili, da se ni zbrala vsaj polovica vseh
¢lanov drustva, zato smo v skladu s tradicijo odlozili zacetek obcnega zbora
za pol ure in pred kateder povabili posebnega gosta. Dr. Lev Vidmar,
prejemnik Zoisovega priznanja 2024 za odkritje novih vzorcev obnasanja
vecdelnih kvantnih sistemov, nas je s poljudnim predavanjem Kvantna fizika
neko¢ in danes: od enega do mnogo delcev odpeljal skozi kratko zgodovino
v sodobno stanje kvantne fizike.

Ugotovitvi sklepénosti je sledilo imenovanje delovnega predsedstva (pred-
sednik Bostjan Kuzman, ¢lana Jasna Prezelj, Nejc Kosnik) in verifikacijske
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komisije (zapisnikarica Lara Grum, overovatelja Jurij Bajc, Ciril Dominko).
Po sprejemu dnevnega reda smo se z minuto molka poklonili ¢lanom dru-
Stva, ki so nas zapustili v zadnjem obdobju, med njimi dr. Zvonko Trontelj,
fizik, profesor na UL, ¢astni ¢lan in nekdanji predsednik DMFA, dr. Ga-
brijel Kernel, fizik, ¢lan SAZU, zasl. profesor UL in zasl. znanstvenik 1JS,
prof. dr. Rudolf Podgornik, fizik, zasl. profesor UL in zasl. znanstvenik
IJS, France Perne, upokojeni prof. matematike na Gimnaziji v Novi Gorici,
Jelisava Sakel3ek, uciteljica fizike, dolgoletna Clanica komisije za tekmovanje
iz fizike OS, Tomaz Skulj, profesor fizike, prvi urednik revije Presek ter dr.
Bogdan Povh, fizik, dopisni ¢lan SAZU.

Predsednica dr. Mojca Vilfan je nato predstavila Letno porocilo in po-
dala kratek pregled dela drustva v zadnjem obdobju: uspesno delo pri or-
ganizaciji drzavnih tekmovanj (19 tekmovanj, ve¢ kot 100.000 udelezencev,
okoli 7000 mentorjev iz 700 Sol), izjemni uspehi mladih na mednarodnih
olimpijadah (skupaj 3 zlate, 6 srebrnih in 4 bronaste medalje v letu 2024
ter ze drugi¢ zapored absolutno 1. mesto Petra Andolska na astronomski
olimpijadi), kontinuirana zalozniska dejavnost (reviji Presek in Obzornik,
priloznostni zborniki konferenc in sre¢anj, spletna trgovina), delovanje stro-
kovnih odborov v mednarodnih zdruzenjih (IMU, EMS, EPS, ITUPAP, TAU,
EWP, EWM), posebni uspehi posameznih ¢lanov (Gregor Dolinar izvoljen
za predsednika IMO 2024-2028, Andrej Gustin imenovan za Castnega clana
IAU, Matjaz Zeljko prejel Erdosevo nagrado zdruzenja WFNMC za teh-
ni¢no podporo matemati¢nim tekmovanjem), sodelovanje pri organizaciji
znanstvenih in strokovnih srecanj ter seminarjev za ucitelje (seminarji za
mentorje, Presekov seminar, zgodovina matematike), vzpostavljen Stipen-
dijski sklad in pridobitev statusa RO v evidenci ARIS, &tevilne aktivnosti
za popularizacijo in promocijo znanosti, skrb za dedis¢ino in Plemljevo vilo
(natancnejsa porocila so dosegljiva v Letnem porocilu drustva). Predstavila
je tudi glavne cilje delovanja v letu 2025: zakljucek cikla drzavnih tekmovanj
2024/25 in podoben obseg v 2025/26, prijava na nov 3-letni razpis MVI za
sofinanciranje DT, priprave in udelezba slovenskih ekip na MMO (Sydney),
MFO (Pariz), MEO (Baku), MOAA (Mumbai), EDMO (Pristina), MEMO
(Chemnitz), EFO (Sofia). Delovanje strokovnih odborov, zalozniska dejav-
nost, Stipendiranje, organizacija seminarjev in konferenc ter popularizacij-
skih aktivnosti v podobnem obsegu kot lani, aktivno iskanje novih sponzor-
jev in resitev za Plemljevo vilo.

Racunovodkinja Simona Puncer Klemenci¢ je nato predstavila finanéno
porocilo za leto 2024, dr. Jurij Bajc pa finanéni naért za leto 2025. Opozoril
je na nujna vlaganja v Plemljevo vilo, zaradi katerih bi bilo potrebno najeti
kredit, ki bi se odplacal v petih letih. Prisotni ¢lani so po krajsi razpravi
soglasno potrdili letno porocilo ter finanéni na¢rt za naslednje leto, sprejeli
pa so tudi sklep o ¢lanarini za leto 2026 (25 EUR za redne ¢lane in 10 EUR
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za nove ¢lane v letu vélanitve in naslednjih dveh letih).

Sledila je razprava o spremembah statuta. Predlog novega statuta je pri-
pravila komisija v sestavi Gregor Dolinar, Jasna Prezelj in Ciril Dominko,
ki ga je tudi predstavil. Cilj sprememb je med cilje delovanja zapisati §ti-
pendiranje in finantno podporo mladim, skrb za Plemljevo dedis¢ino, ter
zmanjsati Upravni odbor s trenutnih 17 na 7 ¢lanov zaradi vecje ucinkovi-
tosti. Po krajsi razpravi so prisotni sprejeli nov statut, ki bo zacel veljati s
potrditvijo na Upravni enoti, volitve po novem statutu pa se prvi¢ izvedejo
v letu 2026.

Prisli smo do slavnostnega dela Obc¢nega zbora. Komisija za priznanja
(predsednica Mojca Vilfan, ¢lana Bostjan Kuzman in Ciril Dominko) je po-
delila dve novi drustveni priznanji, ki sta ju prejela mag. Tatjana Storman,
profesorica matematike na Gimnagziji Lava, Celje, in Vincenc Petruna, upo-
kojeni profesor matematike in fizike na Solskem centru Crnomelj. Nato so
prisotni soglasno izvolili dva nova ¢astna ¢lana drustva, dr. Marka Razpeta,
zaradi njegovih Stevilnih prispevkov k delovanju drustva in izjemnega pri-
spevka k popularizaciji matematike in razvoju matemati¢nega izobrazevanja
v Sloveniji, in dr. Dragana Mihailovi¢a, zaradi njegovih izrednih prispevkov
k razvoju slovenske fizike in njeni prepoznavnosti v mednarodni skupnosti
ter za vestno delo predsednika DMFA Slovenije v letih 2016-2020.

Formalni del Obénega zbora se je zakljucil s krajSo razpravo v okviru
tocke razno, na kateri smo potrdili vklju¢itev DMFA Slovenije v mednaro-
dno zdruzenje IMO, podprli predlog Jasne Prezelj za uvedbo nagrade Ivana
Vidava za doktorska dela s podro¢ja matematike, in se seznanili s projek-
tom digitalizacije arhiva revije Obzornik za matematiko in fiziko, ki ga izvaja
Aleksandar Jurigié. Ob zakljucku dolgoletnega sodelovanja pa smo se za-
hvalili tudi rac¢unovodkinji Simoni Puncer Klemenci¢. Po krajsem odmoru
je sledila 8e Slavnostna akademija ob 75-letnici DMFA Slovenije. Ve¢ o tem
v posebni novici v eni od naslednjih Stevilk.

Bostjan Kuzman

DIAMANTNI SPONZOR DMFA SLOVENIJE

Obzornik mat. fiz. 72 (2025) 1 111



OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
LJUBLJANA, JUNIJ 2025
Letnik 72, Stevilka 1

ISSN 0473-7466, UDK 51+ 52 + 53

VSEBINA

Clanki Strani
Kako in zakaj vkljuCiti zgodovino matematika v pouk
matematike (Jurij KOVIC) ........oooeiii 1-11
Lega mavri¢nih lokov (Dusan Hvalica) ...............cocooiiiiiian... 12—-21
Novice
Nekrolog: Akademik prof. dr. Gabrijel Kernel
(Peter Krizan in Marko Mikuz) ........ ... o i 22-25
Enaintrideseto medngrodno tekmovanje Studentov
matematike (Gregor Sega) ........oviiiiii i 26-32
Porocilo sestanka predsednikov EMS (Jasna Prezelj) ................. 33-38
Zahvala ... 38-39
Vabilo na Konferenco slovenskih matematikov ........................ 39
Porocilo o 79. Obcnem zboru DMFA Slovenije (BosStjan Kuzman) ..... 3911

CONTENTS
Articles Pages
Including history of mathematics in teaching of mathematics
—how and why (Jurij Kovi€) ... 1-11
The position of rainbow arcs (DuSan Hvalica) ......................... 12-21
NEWS 22—

Na naslovnici: Fotografija dodatne mavrice, pri kateri se poleg primarne mavrice
pojavi ve¢ Sibkih mavric na njenem robu iz pastelnih barv, ki ne sledijo obi¢ajnemu
redu. Dodatne mavrice so najbolj vidne, ko so kapljice majhne in enako velike, in
nastanejo zaradi interference svetlobe na kapljicah. foto: Johannes Bahrdt, CC



	naslovnica
	kolofon_Part1
	kovic
	hvalica
	vest
	kolofon_Part2

