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Vsebina

Vsebina

Poliedri (Aleksander Potoc¢nik)
V prispevku obravnavamo osnovne geometrijske lastnosti poliedrov. Da bi si lahko
bralec geometrijske pojme iz prispevka bolje predstavljal, so na v prispvku narisane
mreze obravnavanih teles, ki jih lahko bralec izreze iz papirja in iz njih izdela modele
ustreznih teles.

Kako resujemo enacbe? (Darjo Felda)
V prispevku obravnavamo osnovne prijeme pri resevanju enacb, s katerimi se srecamo
ze v osnovni Soli. Med reSenimi primeri najdemo tudi nekaj besedilnih nalog, pri
katerih je potrebno glede na besedilo enacbo najprej zapisati.

Potenca tocke na kroznico (Matjaz Zeljko)
V prispevku obravnavamo izrek o potenci tocke na kroznico, ki skupaj z izrekom
o koncikli¢nosti (za navadne in usmerjene kote) predstavlja kljuéno znanje, ki je
potrebno za reSevanje geometrijskih problemov, v katerih nastopajo kroznice. Pri-
spevek je namenjem izkusenejsim tekmovalcem.

Olimpijski koticek: Sredozemsko tekmovanje 2001 (Darjo Felda)
V prispevku so navedene vse naloge z resitvami s sredozemskega tekmovanja 2001.

Resitve nalog iz prejSnje stevilke
Zapisane so podrobne resitve vseh nalog iz prejsnje stevilke Brihtneza.
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IZI Kot smo zapisali ze v prvi stevilki, se bodo lahko najboljsi tekmovalci vkljuéili v eno
izmed skupin, ki se bosta udelezevali raziskovalnih dni ter zimskih in letnih Sol oziroma priprav
na mednarodno matemati¢no olimpiado. Clane prve skupine tokrat vabimo, da nam posljejo
resSitve nalog 3, 4, 12 in 14 iz prispevka Poliedri ter nalog 6 in 7 iz prispevka Kako resujemo
enacbe?. Clane druge skupine pa vabimo, da nam posljejo resitve nalog 3, 4, 5 in 6 iz prispevka
Potenca toc¢ke na kroznico. Resitve (samo v pisni obliki) morajo prispeti na naslov DMFA
Slovenije, Urednistvo revije Brihtnez, Jadranska 19, 1000 Ljubljana, najkasneje do
28. 2. 2003. Resitev, prispelih po tem roku, ne bomo upostevali, in sicer ne glede na vzrok

zamude. Prav tako tudi ne bomo upostevali resitev, poslanih po elektronski posti.
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A. Potocnik: Poliedri

Poliedri

Veékotnik je ravninski lik, ki ga omejujejo daljice. Ce so vse daljice, ki omejujejo veckotnik,
skladne (enako dolge), in vsi notranji koti veckotnika skladni, govorimo o pravilnem veékotniku.
Stirikotnika

nista pravilna - prvi nima vseh stirih stranic enako dolgih, pri drugem pa vsi Stirje notranji koti
niso enaki.
Polieder! je geometrijsko telo, omejeno z veckotniki.

Ce iz kartona izrezes Sest skladnih kvadratov, jih z lepilnim trakom lahko zlepis v model
kocke, ki je en primer poliedra, véasih tudi imenovanega heksaeder.

—— oglisce

—rob

mejna ploskev

Vsak kvadrat je mejna ploskev kocke. Daljica, ki je presecisée dveh mejnih ploskev, se imenuje
rob. Tocka, v kateri se sekajo tri ali ve¢ mejnih ploskev, se imenuje oglisce.

Naloga 1. Iz kartona izreZi nekaj skladnih enakostraniénih trikotnikov

5 cm 5 cm

5 cm

i 1z njih sestavi polieder, pri katerem se po trije od teh trikotnikov stikajo v vsakem ogliscéu.

Koliko mejnih ploskev ima?

Imenujemo ga tetraeder® oz. Getverec.

'poli (gr.) - ve¢, mnogo
Yeder (gr. hedron) - ploskev
tetra (gr.) - stiri
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A. Potocnik: Poliedri

Pravilni poliedri (platonska® telesa)

Polieder je pravilen, ¢e so njegove mejne ploskve skladni pravilni veckotniki in se v vsakem
oglis¢éu stika enako Stevilo mejnih ploskev. Ze omenjena kocka in tetraeder sta pravilna poliedra.

To telo (kvader) ni pravilno, ker niso njegove vse mejne ploskve
pravilni veckotniki. (Pravzaprav ni nobena njegova mejna ploskev
pravilni ve¢kotnik.)

To telo ni pravilno, ker niso vse njegove mejne ploskve skladne. /

To telo ni pravilno, ker se v vsakem njegovem oglis¢u ne stika enako Stevilo
mejnih ploskev.

Mreza poliedra je ravninski lik, ki ga lahko s pregibanjem in lepljenjem preobli-
kujemo v polieder. Tole, na primer, je mreza kocke.

V prilogi na koncu revije so mreze vseh petih platonskih teles: pravilnega tetraedra (4
ploskve — enakostraniéni trikotniki, po trije se stikajo v vsakem ogliséu), kocke (6 ploskev — kva-
drati, po trije se stikajo v vsakem oglis¢u), pravilnega oktaedra (8 ploskev — enakostrani¢ni
trikotniki, po Stirje se stikajo v vsakem oglis¢u), pravilnega dodekaedra (12 ploskev — pra-
vilni petkotniki, po trije se stikajo v vsakem oglis¢u) in pravilnega ikozaedra (20 ploskev —
enakostrani¢éni trikotniki, po pet se jih stika v vsakem ogliscu).

Naloga 2. Sestavi ta telesa z upostevanjem navodil:
e Natisni mreze na debelejsi papir (npr. 120 gr./m?)
e [zreZi mreZo.
e Previdno prepogni po crtkanih crtah.
o Zavihke skrij v notranjost in zlepr.
Naloga 3. Odgovori na naslednja vprasanja:

o RazloZi, zakaj ne mores sestaviti telesa, pri katerem bi se v vsakem ogliséu stikali le dve
ploskuvr.

3Platon (427-347 pr.n.ét.) je bil grski znanstvenik, filozof, matematik, ki je priblizno leta 380 pr.n.st. raziskoval
ta telesa.
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A. Potocnik: Poliedri

e Zakaj ne obstaja telo, pri katerem bi se v vsakem ogliséu stikalo Sest enakostranicnih triko-
tnikov?

e Zakaj ne obstaja telo, pri katerem bi se v vsakem ogliséu stikali Stirje kvadrati?
e Zakaj ne obstaja telo, pri katerem bi se v vsakem ogliséu stikali Stirje pravilni petkotniki?
e Zakaj ne obstaja telo, pri katerem bi se v vsakem ogliséu stikali trije pravilni Sestkotniki?

Naloga 4. Izpolni tebelo. Za pomoc uporabi izdelane modele teles.
Ime
telesa

kocka

Oblika

mejne

kvadrat

enako-
stranicni
trikotnik

enako-
stranicni
trikotnik

enako-
stranicni
trikotnik

pravilni

ploskve petkotnik
Stevilo mejnih
ploskev (p)
Stevilo

robov () 12
Stevilo
oglisé (o) 8
Stevilo
o+p 14
Stevilo robov na vsaki
ploskvi krat stevilo
ploskev deljeno z 2 4—26 =12
Stevilo

o+p—r

6 8 20

Opazis kaksno zakonitost?

e Stevilo v predzadnji vrsti je vedno enako stevilu robov telesa. To velja tudi za ostale poliedre.

Rob poliedra nastane kot presek stranic sosednih mejnih ploskev. Zato je Stevilo robov
poliedra enako polovi¢ni vsoti Stevila stranic vseh mejnih ploskev. Na primer: Telo omejujeta
dva Sestkotnika in dvanajst trikotnikov. Skupno Stevilo stranic mejnih ploskev je 2:6+12-3 =
48. Torej je stevilo robov telesa enako 48 : 2 = 24.

e Stevilo v zadnji vrsti tabele je pri vseh telesih enako 2.
Matematik Leonhard Euler (1707-1783) je dokazal, da za vse poliedre velja

o—r+p=2.
Po njem se ta enakost imenuje Eulerjeva formula.

Ugotovitve iz Naloge 3 kazejo, da obstaja le pet pravilnih poliedrov.

Naloga 5. Kateri lik predstavija mreZo oktaedra?

a) b) c)
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A. Potocnik: Poliedri

Naloga 6. Polieder ima 24 robov in 14 mejnih ploskev. Koliko ima oglisé?

Naloga 7. Polieder omejuje Sest kvadratov in osem pravilnih Sestkotnikov. Koliko ima robov in
koliko oglisc?

Naloga 8. Razlozi, zakaj ni mogo¢ polieder, ki bi ga omejevali Stirje kvadrati in trije enako-
stranicni trikotniki.

Prizme

Prizma je polieder, ki ga omejujejo dva skladna vzporedna veckotnika (osnovni ploskvi) in
toliko stirikotnikov kot ima osnovna ploskev stranic. Imenujemo jo po Stevilu stranic osnovne
ploskve. Na sliki sta primera tri- in Stiristrane prizme:

osnovni rob

stranska ploskev

stranski rob

osnovna ploskev

Na naslednji sliki pa je mreza tristrane prizme:

Ce je osnovna ploskev pravilni veckotnik, je prizma pravilna. Ce so stranski robovi pravo-
kotni na osnovno ploskev, je prizma pokonéna. Ce so vsi robovi prizme skladni, je prizma
enakorobna.

Naloga 9.
a) Koliko ploskev ima petstrana prizma?

b) Koliko ploskev ima n-strana prizma?

Naloga 10. Koliko ploskev, koliko robov in koliko oglisé ima Seststrana prizma? Preveri, ce
zanjo velja Eulerjevo pravilo.

Antiprizme

Naloga 11. Izrezi naslednjo mrezo in jo zlepi v telo.*

4V prilogi na koncu revije je na voljo povecana mreza tega telesa.
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A. Potocnik: Poliedri

Nastalo telo se imenuje kvadratna antiprizma in omejujeta dva skladna kvadrata ter osem
trikotnikov. Sredis¢e enega kvadrata lezi pravokotno nad sredis¢em drugega, toda oglisca enega
niso pravokotno nad oglis¢i drugega.

Naloga 12.
a) Koliko ploskev ima petstrana antiprizma?

b) Koliko ploskev ima n-strana antiprizma?

Naloga 13. Koliko ploskev, koliko robov in koliko oglis¢ ima Seststrana antiprizma? Preveri,
ce zanjo velja Fulerjevo pravilo.

Piramide

Piramida je polieder, ki ga omejujejo veckotnik (osnovna ploskev) in toliko trikotnikov kot ima
osnovna ploskev stranic. Imenujemo jo po Stevilu stranic osnovne ploskve. Na sliki je primer
Stiristrane piramide:

vrh
stranska ploskev

osnovna ploskev

Ce je osnovna ploskev pravilni veckotnik, je piramida pravilna. Ce vrh piramide lezi pravokotno
nad sredis¢em osnovne ploskve, je piramida pokonéna. Ce so vsi robovi piramide skladni, je
piramida enakorobna.

Naloga 14. Ali je mogoca pravilna enakorobna Seststrana piramida? Utemelji odgovor.

Naloga 15. Kako drugace imenujemo pravilno enakorobno tristrano piramido?

Naloga 16. Izdelaj tri enake Stiristrane piramide:

Iz njih sestavi kocko.® Koliksen del prostornine kocke predstavlja prostornina piramide?

Naloga 17. Izdelaj Sest enakih stiristranih piramid:

5V prilogi na koncu revije je na voljo pove¢ana mreza tega telesa.
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Iz njih sestavi kocko.5

Literatura in dodatne informacije

B. Henry, Newton Student Notes, AMT Publishing, Canberra, Australia, 2002.
http://torina.fe.uni-lj.si/~tomo/labirint /labirint.html
http://www.korthalsaltes.com/index.html
http://home.teleport.com/~tpgettys/poly.shtml
http://www.scg.uwaterloo.ca/~hqle/Polyhedra/polyhedra_main.html

5V prilogi na koncu revije je na voljo povecana mreza tega telesa.
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D. Felda: Kako resujemo enacbe?

Kako resujemo enacbe?

V osnovni $oli se ze spopademo z nekaterimi preprostimi enacbami. Ob tem se sre¢amo s pojmi
enakost, resitev, ekvivalentna enacba ...

V enacbi nastopata obi¢ajno dva izraza, v katerih nastopa neznanka x, na primer f(z) in g(x).
Povezemo ju z enacajem in se vprasamo, kaksno vrednost ali kakSne vrednosti ima neznanka =z,
da je enacba

fz) = g(x)

v resnici izpolnjena. Vsaki taki vrednosti neznanke x, za katero je enacba izpolnjena, pravimo
reSitev enacbe (véasih srecamo tudi ime koren enacbe).

Zgled 1. Resi enacbo x + 2 = 2x.

Resitev. Poiskati moramo tako vrednost neznanke x, da bo leva stran enacbe enaka desni.
)

Enacbo lahko primerjamo s tehtnico, ki mora biti v ravnovesju. Ce imamo na eni strani tehtnice

utez” x in "utez” 2, na drugi strani pa dve enaki "utezi” x, potem je tehtnica v ravnovesju le,

¢e je "utez” x enaka "utezi” 2.

Vrednost z = 2 je resitev enacbe.

Ce se Se nekoliko ozremo na zgled 1, ugotovimo, da nobena druga vrednost ni resitev enacbe.
Ce je x = 2, imamo namre¢ 2 + 2 = 2 - 2, kar je res, ¢e pa je na primer x = 3 ali x = %, imamo
3+ 2=2-3 oziroma %+2:2~%, kar ni res.

Kako sploh pridemo do resitve enacbe? V resnici moramo le nekoliko logi¢no sklepati in imeti v
mislih tehtnico, ki mora biti vedno v ravnovesju. Prav nam pridejo zlasti trije napotki:

1. Obema stranema enacbe lahko pristejemo ali odstejemo isto Stevilo (oziroma
isti matematicni izraz).
Ce imamo tehtnico v ravnovesju in na vsako stran tehtnice dodamo po eno enako utez, bo
tehtnica Se vedno v ravnovesju (podobno velja, ¢e na vsaki strani odvzamemo po eno enako
utez).

2. Obe strani enacbe lahko pomnozimo s poljubnim od ni¢ razliénim Stevilom.
Ce imamo tehtnico v ravnovesju, bo le-ta Se zmeraj v ravnovesju, ¢e bomo dali na vsako
stran na primer dvakrat, trikrat ali sedemkrat ve¢, kot je na tej strani.

3. Obe strani enacbe lahko delimo s poljubnim od ni¢ razli¢cnim Stevilom.
Ce imamo tehtnico v ravnovesju, bo le-ta Se zmeraj v ravnovesju, ¢e bomo dali na vsako
stran na primer dvakrat, trikrat ali sedemkrat manj, kot je na tej strani.

Prvi napotek velikokrat povemo drugace: ¢e neko Stevilo ali neki matematic¢ni izraz prene-
semo z ene strani enacbe na drugo, mu moramo pri tem spremeniti predznak. Pa si oglejmo kar
zgled 1 Se enkrat. Na obeh straneh odstejmo x:

rT+2—x=2xr—x.
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D. Felda: Kako resujemo enacbe?

Na levi strani enacbe ostane le Stevilo 2, zato se zdi, da smo v zapisu
2=2x—x

v primerjavi z x + 2 = 2z prenesli x z leve na desno stran in mu pri tem spremenili predznak.
Od tod je le korak do
2=z

oziroma do z = 2 (kot smo bolj navajeni).
Zgled 2. Resi enacbo 6 —x = bx.

Resitev. Najprej na obeh straneh enacbe pristejemo x (ali: —z prenesemo na desno kot +x)
in dobimo 6 = 6x, nato pa obe strani delimo s 6 in imamo 1 = x oziroma x = 1.

.. . 1
Zgled 3. Resi enacbo 1 — 5 = 3.

Resitev. Ce ne zelimo racunati z ulomki, je najbolje, da obe strani ena¢be pomnozimo s 6.
Tako dobimo 6 — 2z = 3. Ce prenesemo 3 na levo stran, —2x pa na desno, dobimo 6 — 3 = 2z
3

oziroma 3 = 2x ter reSitev x = 5

Zakaj poudarjamo, da enacbe oziroma njenih strani ne smemo mnoziti z 0?7 Poglejmo,
kaj se zgodi, ¢e bi jo. Vzemimo kar enacbo iz zadnjega zgleda: 1 — 5 = % Ce obe strani
mnoZzimo z 0, dobimo (1 — %) -0 = 3 - 0, ki ima neskon¢no mnogo resitev: katerokoli vrednost
lahko postavimo namesto x. V vsakem primeru dobimo 0 = 0. Enacba, ki smo jo dobili po

mnozenju z 0, nima ve¢ le tiste resitve, ki jo je imela prvotna enacba.
Zgled 4. Poisci resitve enache 22 — x = 322,

Resitev. Enake koli¢ine oziroma izraze prenesemo na isto stran. Dobimo —2 = 3z2 — 222
oziroma —z = z2. Tu pomislimo, da bi delili obe strani enacbe z x, saj bi se le-ta poenostavila
v —1 = z, kar je 7e reditev. Ce namre¢ zamenjamo x z —1 v prvotni enacbi, pridemo do
2. (=1)2 - (=1) =3 (~1)% oziroma 3 = 3.

Kancek previdnosti pa tu ni odve¢. Delili smo z x, to je z neznano koli¢ino, ki je lahko enaka 0,
zato moramo preveriti, ali ni morda tudi z = 0 resitev enacbe. Ce z v enacbi zamenjamo z 0,
dobimo 2-0 — 0 = 3 -0 oziroma 0 = 0, zato je tudi x = 0 resitev.

Enacba 222 — 2 = 322 ima dve reditvi: —1 in 0.

Iz tega zgleda je razvidno, zakaj ena¢be ne smemo deliti z 0. Obi¢ajno to napravimo povsem
nehote, saj ne delimo s stevilom 0, pa¢ pa z izrazom, ki lahko zavzame vrednost 0, s tem pa
7izgubimo” resitev.

Seveda srec¢ujemo tudi enacbe, ki nimajo resitve, in enacbe, ki jih resi vsako stevilo. Oglejmo
si primera.

Zgled 5. Resi enacbo 3x — 5 = 6”—;2.
Resitev. Enacbo pomnozimo z 2: 6z — 10 = 6z +2. Ce 6z prenesemo na levo, dobimo —10 = 2,
kar ne drzi. Enacba nima reSitve. To pomeni, da enacaj ne velja pri nobeni vrednosti, ki jo

postavimo namesto x.

Zgled 6. Poisci resitev enacbe fol +

o8
I

w

o=
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D. Felda: Kako resujemo enacbe?

Resitev. Enac¢bo pomnozimo s 6: 3x —3+x =42 — 2 — 1 in jo preuredimo v 4o — 3 = 4x — 3.
Leva stran je enaka desni ne glede na to, katero vrednost vstavimo namesto x.

Vcasih lahko sestavimo enacbo, ki ustreza besedilni nalogi, in jo reSimo. Oglejmo si nekaj
nalog s tekmovanja Evropski matematicni kenguru (EMK).

Zgled 7. (EMK, 1996, 5. in 6. razred)

Trikotnik ima maghen kot, srednje velik kot, ki je dvakratnik manjsega, in velik kot, ki je trikratnik
manjSega. Ta trikotnik je:

(A) katerikoli (B) pravokoten (C) enakostranicen (D) enakokrak (E) enakokrak pravokoten

Resitev. Naj bo majhen kot enak . Tedaj je srednje velik kot enak 2 -, velik pa 3-«. Vemo,
da je vsota kotov v trikotniku enaka 180°, zato zapiSemo a + 2 -« + 3 - a = 180, od koder sledi
6 - a =180 in a = 30. Trikotnik ima kote 30°, 60° in 90°, torej je pravokoten, ni pa enakokrak
pravokoten. Pravilen je odgovor (B).

Zgled 8. (EMK, 1996, 7. in 8. razred)

Janez in Ales tekmugjeta s kolesi na velodromu, to je sklenjeni krozni progi. Janez prevozi 1 krog
v 6 min, Ales pa v 4 min. Zacneta skupaj in v isti smeri. Koliko minut po Startu bo Ales prehitel
Janeza?

(A) 24 (B) 12 (C) 10 (D)6 (E) 4

Resitev. Oznacimo s t Cas, ko bo Ales prehitel Janeza. Ker Ales potrebuje 4 min za en krog,
bo v tem ¢asu prevozil i krogov. Janez bo v tem ¢asu prevozil % krogov. Ko bo Ales prehitel
Janeza, bo prevozil 1 krog ve¢ kot Janez, zato je i = %4— 1. Da bi odpravili ulomke, pomnozimo
obe strani enacbe z 12. Tako dobimo 3t = 2¢ 4+ 12. Prenesemo 2t na levo stran, pa imamo
3t — 2t = 12 oziroma t = 12. Ales bo prehitel Janeza 12 min po Startu.

Zgled 9. (EMK, 1997, 7. in 8. razred)

Vstopnina za muzej stane 50 tolarjev za otroke in 100 tolarjev za odrasle. V nedeljo je muzej
obiskalo 50 ljudi. Vsi skupaj so za vstopnino placali 3500 tolarjev. Koliko odraslih je bilo med
obiskovalci?

(A) 18 (B) 20 (C) 25 (D) 40 (E) 45

Resitev. Denimo, da je bilo v muzeju x odraslih. Otrok je bilo 50 — x. Vsi skupaj so
za vstopnino placali 100 -  + 50 - (50 — z) = 3500. V enacbi najprej odpravimo oklepaje:
100-2+2500—50-2 = 3500, nato pa 2500 prenesemo na desno stran: 100-z—50-z = 3500—2500.
Od tod sledi 50 - z = 1000 oziroma x = 20. Med obiskovalci je bilo 20 odraslih.

Zgled 10. (EMK, 1997, 7. in 8. razred)

Oce na trgu kupi jabolka, hruske, banane in pomarance. V kosari ima skupaj 44 sadezev. Stevilo
jabolk je za 2 vecje od od stevila hrusk, stevilo hrusk je za 8 veéje od stevila banan, stevilo banan
pa je za 2 vedje od Stevila pomaranc. Koliko hrusk je v kosari?

(A) 12 (B) 14 (C) 15 (D) 16 (E) 18

Resitev. Glede na besedilo naloge je najmanj pomaranc, zato njihovo Stevilo ozna¢imo z x.
Potem je v koSari 4+ 2 banan, x + 2 + 8 = x + 10 hrusk in = + 10 + 2 = = 4 12 jabolk. Vseh
sadezev je 44, zato velja: x +x + 2+ x 4+ 10 + x + 12 = 44, kar preuredimo v 4x = 44 — 24, od
tod pa dobimo x = 5. V kosari je 15 hrusk.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 4 Izp1s: 22. NOVEMBER 2003
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D. Felda: Kako resujemo enacbe?

Naloge
1. Resi enacbo 2z —3 =z + 7.

2. Resi enacbo 5 — % =

o8

3. Resi enacho 22 — 4z = 2x.

4. Tina bo ¢ez 14 let imela trikrat toliko let, kot jih ima sedaj. Koliko je stara?

5. Ce kvadratu nekega stevila pristejes trikratnik tega Stevila, dobis kvadrat za 1 vecjega

Stevila. Katero §tevilo je to?.

6. Kvadrata dveh zaporednih sodih stevil se razlikujeta za 68. Kateri sta ti Stevili?

7. Ali se lahko kvadrata dveh zaporednih lihih stevil razlikujeta za 1007

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 4
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico

Potenca tocke na kroznico

Naj bo v ravnini dana kroznica K s polmerom r, r > 0, ter sredis¢em v tocki O in naj bo X
poljubna tocka te ravnine. Stevilo

X0-X0 —1?

imenujemo potenca tocke X na kroznico K in ga oznac¢imo s P(X,K). Glede na lego tocke
X lahko zavzame stevilo P(X,K) vse vrednosti z intervala [—r2,00). Ce je P(X,K) > 0, je
|XO| > r in tocka X lezi zunaj kroga, omejenega s K. Ce je P(X,K) < 0, je |XO| < r in tocka
X lezi znotraj kroga, omejenega s K. Ce pa je P(X,K) = 0, je | XO| = r in tocka X lezi na
kroznici K.

Izrek 1. Naj premica skozi tocko X seka krozmico K v toékah A in B. Potem velja

_ N\

XA-XB=7P(X,K).

Dokaz. Naj neka druga premica skozi tocko X seka kroznico K v tockah C' in D.
Glede na lego tocke X lo¢imo tri primere. Ce lezi tocka X na kroznici K, Je X = A ali

X = B in je zato XA XB=0= P(X,K). Podobno je tudi X = C ali X = D in XC-XD =0.
Ce lezi tocka X zunaj kroga, omejenega s kroznico K, C
smemo privzeti, da lezi totka B med A in X ter tocka C

—_N N

med D in X. V produktih XA - XB in XC’ XD smemo D
namre¢ med seboj zamenjati A in B ter C' in D. Ker v tem
primeru lezita tocki B in C' na istem bregu premice AD, velja
XDBA = $DCA. Torej sta si trikotnika XBD in XCA

podobna: imata skupen kot pri X in {XBD = JACX. B~___“A X
Potem lahko zapisemo f))g—f)‘\ = %, od koder sledi

XA-XB=|XA|-|XB|=|XC| |XD| = XC - XD.

V gornjem ra¢unu smo upostevali, da sta vektorja XA in X B kolinearna in enako usmerjena,
zato je XA- XB = | X A|-|XB|. Podobno je tudi XC - XD = |XC|-|XD|. Torej smo dokazali,

_N N\

da je Vrednost produkta XA X B enaka za vse premice skozi X, ki sekajo kroZnico K v dveh

I, velja
—_ _ \ —_ \ —_

XA'-XB' = (X0 +O0A") - (XO + OB') = (XO + OA") - (XO — 0OA') = XO - XO — 12,

Ce seka premica skozi X kroznico K v eni tocki, velja A = B in XA - XB = | X AJ?. Premica
X A je tedaj tangenta na kroznico K in po Pitagorovem izreku velja | X A|? = | XO|? — r2. Torej
je res

XA-XB=P(X,K)

za vse premice skozi tocko X, ¢e X lezi zunaj kroga, omejenega s /C.
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico

Oglejmo si Se primer, ko lezi tocka X znotraj kroga, omejenega s K. C
Podobno kot prej sta si trikotnika X BD in XC A podobna in velja ||Xg‘\ =
_\ —_\ D
%. Ker sta tedaj kolinearna vektorja X A in X B nasprotno usmerjena,
izracunamo
XA-XB=—|XA|-|XB|=-|XC|-|XD|=XC-XD. N f

Enakost X A-X B = P(X, K) dokazemo kot prej tako, da izra¢unamo vrednost produkta X A-X B
za premico XO.

Izrek 2. (Potenca tocke na kroznico) Naj bodo A, B, C in D razlicne tocke v ravnini in
tocka X presecisée premic AB in CD. Tocke A, B, C in D so konciklicne natanko tedaj, ko je

_N N\ —N N

XA -XB=XC-XD.

Dokaz. V izreku 1 smo dokazali, da za kon- D
cikli¢cne tocke A, B, C in D, kjer so A, B in
X ter C, D in X kolinearne, velja
XA-XB=P(X,K)=XC-XD. (1) />\

Torej je pogoj (1) potreben za potreben za koﬁcikliénost Dokazimo sedaJ Se da je pOgOJ
zadosten. N

Enakost XA - XB = XC - XD = 0 ni mozna, saj bi v tem primeru tocke A, B, C'in D ne
bile razhcne

Ce je XA XB > 0, sta kolinearna vektorja XA in XB enako usmerjena in tocka X ne lezi

_—\ N\

na daljici AB. Ker se vrednost produkta XA - X B ne spremeni, ¢e zamenjamo tocki A in B

med seboj, smemo privzeti, da lezi tocka B med A in X. Iz 5(?1 - XB = )TC : ﬁ > ( sledi, da
tudi X ne lezi na daljici CD in podobno kot prej smemo privzeti, da lezi C med X in D. (Glej
levo sliko.) Ker je XA XB = |XA|-|XB|in XC- XD = |XC|-|XD|, iz (1) sledi {pf = ;§g|
Torej sta si trikotnika X AD in XCB podobna. Kota < XAD in < XCB sta zato enaka in je
X BAD + ¥ BCD = w. Koncikli¢nost tock A, B, C' in D je tako dokazana.

_\ \

V primeru X A- X B < 0 pa najprej razmislimo, da mora tocka X lezati med A in B. Podobno

mora tudi X lezati med C in D. Ker je XA-XB = —|XA|-|XB|in XC-XD = —|XC|-|XD|,
iz pogoja (1) sledi % B((g" Torej sta si trikotnika X AD in XCB podobna in iz < XAD =

X CB koncikli¢cnost takoj sledi. [ |
¥ X

Opomba. Pri izreku o potenci tocke na kroznico je bi-
stveno, da zapiSemo pogoj v vektorski obliki, saj iz enakosti ~ A*

[XAl-|XB| = [XC|-|XD|, ol

kjer je X presecis¢e premic AB in C'D, v sploSnem ne sledi

—_\ N\ —N N\

XA-XB=XC-XD.

Kot kaze slika desno, lahko velja | X A| - [XB| = |XC| - | X D], ¢eprav tocke A, B, C'in D niso
koncikli¢ne. (Za tocko C velja | XC| = | XC'|, kjer so toctke A, B, C’ in D koncikli¢ne.)

Zgled 1. Naj bo AB osnovnica enakokrakega trikotnika ABC. Kroznica s premerom BC seka
stranici AB in AC v tockah X in'Y . Izrazi dolzini |AX| in |AY| z dolzinama |AB| in |AC|.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 4 Izp1s: 22. NOVEMBER 2003
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico
Resitev. Po Talesovem izreku je $ BXC = 7. Tocka X je torej nozisce A
visine na osnovnico in je zato |AX| = 3 |AB|. Ker so totke X, B, C in %\ Y
Y koncikli¢ne, je X,
AX - AB = AY - AC, /
od koder sledi |[AY| = % A%l Bl IC

Zgled 2. Naj notranja simetrala kota CBA trikotnika ABC' seka nasprotno stranico v tocki D.
Kroznici, oértani trikotnikoma ABD in BCD naj sekata premici BC in AB $e v tockah F in
E. Dokazi, da je |AE| = |CF)|.

Resitev. Po izreku o potenci tocke A na kroznico,

C
o¢rtano trikotniku BCD, velja
AE-AB = AD - AC. D
Po izreku o potenci tocke C na kroznico, o¢rtano triko-
tniku ABD, velja \
A E | B

CF-CB=CD-CA.

Ker tocki A in C lezita zunaj o¢rtanih kroznic trikotnikov BC'D in ABD, lahko gornji enakosti
zapiSemo v obliki

|AE|-|AB| = |AD|-]AC| in

|CF|-|CB| = |CD|-|CA].
Torej je ;é?' = }ﬁg\ljllgg}‘ Ker je BD simetrala kota ¢ CBA, razdeli nasprotno stranico v
razmerju dolzin prileznih stranic. Sledi % = ;ég‘ od koder izpeljemo }éﬂ = % =1lin
|AE| = |CF|.

Zgled 3. Kroznici K1 in Ko se sekata v tockah P in Q. Premica AB, ki seka kroznico K
v tockah A in Q, kroznico Ko pa v tockah B in ), ne vsebuje tocke P. Premica skozi P in
razpolovisée X daljice AB seka kroznico K1 v tockah P in'Y, kroznico Ko pa v tockah P in Z.
Dokazi, da je | XY| =|XZ]|.

Resitev. Zapisimo potenco tocke X na kroznici Ky in Ko: 0 ﬁ?\ B
P(X,K1) = XA-XQ = XY - XP,
P(X,K2) = XB-XQ=XZ - XP. JY

K1
—_ —_ —_\ N —_ P
Ker je XA = —XB iz gornjih enakosti sledi XY - XP = —XZ K2

XP in od tod (XY+XZ) XP = 0. Ker sta VektorJa XY+XZ

in X P kohnearna in je X P nenicelni vektor, je X Y + X Z =0

in zato XY = —XZ. Sledi | XY|=|XZ|

Opomba. Opozoriti velja, da iz vektorske enacbe @ - ¢ = b-Cv splosnem ne sledi @ = 5, ampak

kve¢jemu (a — g) 1 & Sele z dodatnim pogojem, da so vektorji @, b in € kolinearni in & # 0,
lahko sklepamo, da je @ = b.
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico

Zgled 4. Trikotniku ABC oértana kroZnica naj ima polmer R in srediiée v tocki O, njemu
vértana kroZnica pa naj ima polmer r in srediiée v tocki I. DokaZi, da je |IO|?> = R? — 2Rr.

Resitev. Simetrala kota < AC'B naj seka o¢rtano kroznico v tocki M, C/ C
vértana kroznica naj se dotika stranice BC' v tocki A’, presecisée pre- By

mice MO z o¢rtano kroznico pa oznacimo s C’. Ker je A’ dotikalisce

vértane kroznice s stranico BC, je TA" L A'C. Ker je MC’' premer W
ocrtane kroznice, po Talesovem izreku velja MA L AC’. Premica CM ol L\

je simetrala kota < ACM, zato je $ICA" = ¢ ACM. Zaradi enakosti I
obodnih kotov nad tetivo AM pa velja S AC'M = S ACM. Torej je Z%
JAC'M = 4ICA’ in sta si pravokotna trikotnika AMC’ in A'IC po- A B
dobna. Velja 2L = WAL in odtod |MA| - |[IC| = |MC'| - |IA'| = 2Rr. M

Ker je |IMA| = |MI| (glej npr. izrek 4, Brihtnez 1, str. 20), sledi |IM| - |IC| = 2Rr ozi-
roma IM - IC = —|IM|-|IC| = —2Rr. Ker je potenca tocke I na o¢rtano kroznico enaka

IM -IC = [IO|? — R?, sledi |IO? = R* — 2Rr-.

Zgled 5. Sredisce trikotniku ABC' vértane kroznice oznacimo z I. Naj bosta X in'Y taki tocki
na daljicah AB in AC, da je |BX|-|AB| = |IB|? in |CY|- |AC| = |IC|*®. Doloé¢i vse mozne
vrednosti kota ¥ BAC, ée ves, da so tocke I, X in'Y kolinearne.

Resitev. 7 upostevanjem pravilnih smeri vektorjev lahko
zapisemo pogoj |BX |- |AB| = |IB|? v vektorski obliki:

BX.BA= BI.BI

Torej je premica BI tangenta na trikotniku AXI o¢rtano
kroznico v tocki I. Ker je kot med tetivo XI in tangento p -

BI enak obodnemu kotu < X AI nad to tetivo, je Y XIB = A X B
S XAI = §. (Daljica AI je namrec simetrala kota ¥ BAC = o)

Podobno iz pogoja |CY| - |AC| = |IC|? sledi

CY -AC = CI-CI,
zato je premica CI tangenta na trikotniku AY I ocrtano kroznico v tocki I in ¢ CIY = §. Ker pa
jeXBIC =nm—<4CBI-4ICB = 7T—(§+%) =159 =7+5, iz 4 XIB+4BIC+YCIY ==
izpeljemo o = 3.

Izrek 3. (Izrek o potenéni premici) V ravnini naj leZita kroznici K1 in Ko s polmeroma
r1 in ro ter razlicnima sredisé¢ima O1 in Og. MnoZica tistih tock X v ravnini, za katere je
P(X,K1) =P(X,K2), je premica, ki jo imenujemo potenéna premica kroznic K; in K.

Potencna premica je pravokotna na premico O102 in e se kroznici K1 in Ko sekata, poteka
njuna potencéna premica skozi obe preseciséi.

Dokaz. Trditev najhitreje dokazemo analitiéno. Ce sta kroznici podani z enaébama
(x-p)’+y—a)? = 11, (2)
(x—p2)*+(y—q)® = 3, (3)

lezijo na potencni premici vse tocke (z, ), ki ustrezajo gornjem sistemu. Ce enacbo (3) odstejemo
od enacbe (2), po preureditvi dobimo
202 —p1) T +2(ge — )y =ps —pi + @ — i +77 — 73 (4)
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico 17

Ker sta sredis¢i krozic K; in Ky razlicéni, je (p1,q1) # (p2,q2). Enacba (4) tako res opisuje
premico, njen smerni vektor pa je pravokoten na vektor (p2 — p1, g2 — q1).

Zgled 6. V ravnini leZi tak trapez, da leZi preseciscée njegovih diagonal izven krogov, ki ju omeju-
jeta kroznici Ky in KCo. Premera kroznic K1 in Ko sta kraka tega trapeza. Iz presecisca njegovih
diagonal potegnemo tangente na kroznici Ky in Ko. DokaZi, da so vsi Stirje tangentni odseki
enako dolgi.

Resitev. Ce dokazemo, da lezi tocka X na potencéni pre-

mici kroznic K1 in Ko, bodo vsi §tirje tangentni odseki enako Ky
dolgi.

Privzemimo oznake s slike. Ker sta DAA’ in CB’'B pravoko-
tna trikotnika in zato tudi DA’C in DB’C pravokotna triko-
tnika, lezijo tocke A’, B’, C' in D na eni kroznici. Torej je
YDB'A' = ¥DCA = ¥ BAC oziroma ¥ XB'A' = ¥ BAX. 4
Podobno je tudi < B’A’X = X X BA. Trikotnika ABX in B’A’X sta si zato podobna. Torej je

25 = B3, kar lahko zapisemo tudi v obliki [XA| - [XA'| = |XB|- [XB'|. Ker lezi tocka X

izven krogov, ki ju omejujeta kroznici K1 in Ko, od tod sledi XA-XA' =XB-XB'. Tocka X
torej lezi na potencni premici kroznic ICy in Ko.

Izrek 4. (Izrek o potenénem sredis¢u) Potencne premice treh kroznic z nekolinearnimi sredisci
se sekajo v ent tocki. Preseéno tocko imenujemo potencno sredisce treh kroznic.

Dokaz. Oznacimo kroznice: IC;(O;,7;), i = 1,2,3, in naj bo p;j, poten¢na premica kroznic K;
in Kj, i # j. Ker sredis¢a kroznic niso kolinearna, se poljubni dve potenc¢ni premici sekata.
Oznacimo presec¢iSée premic pi2 in pog z X. Potem je

X012 =72 = | XOs> — 12 in |XOs)2 — 12 = |XOs)2 — 12,

od koder sledi | XO1|> — 7% = | XO3|? — r2, oziroma X € py3.

Opomba. Iz izreka 3 sledi, da so potenc¢ne premice treh kroznic s kolinearnimi sredis¢i vzpore-
dne.

Zgled 7. Konstruiraj potenéno premico danih dveh kroznic.

Resitev. Uporabimo izrek, da se potencne premice treh
kroznic z nekolinearnimi sredis¢i sekajo v isti tocki. NariSimo
kroznico K tako, da seka dani kroznici K1 in /o in da sredisca
niso kolinearna. Potenc¢na premica p1 kroznic K in K1 poteka

K in Ky. Ker sredis¢a kroznic niso kolinearna, premici p;
in po nista vzporedni. Iskana potenc¢na premica p tedaj po-
teka skozi preseciS¢e premic p; in po in je na premico 010,
pravokotna.

Zaklju¢imo prispevek o potenci tocke na kroznico s tipi¢nima tekmovalnima nalogama, ki zah-
tevata dobro poznavanje dosedanje teorije o potenci tocke na kroznico in koncikli¢nosti.

Zgled 8. Dan je tetivni $tirikotnik ABCD. Premici AB in CD naj se sekata v toc¢ki E, diago-
nali AC' in BD pa v tocki F'. Ocrtani kroZnici trikotnikov AFD in BFC se sekata v razlicnih
tockah F in G. Dokazi, da se premici EG in FG sekata pravokotno.
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M. Zeljko: Potenca tocke na kroznico

Resitev. Oznac¢imo z O srediSce tetivnhemu D
Stirikotniku ABC D oc¢rtane kroznice. Z usmer-
jenimi koti izra¢unamo

YAGB = JAGF+3FGB =

— YADF+ &FCB=
= YADB+ $ACB = ¥ AOB,

kjer velja zadnja enakost zaradi ¥ ADB =

JACB = 3 $ AOB. Po izreku o koncikli¢nosti

za usmerjene kote je ABGO tetivni stirikotnik.

Podobno lahko z usmerjenimi koti dokazemo, da je tudi CDOG tetivni stirikotnik. Ker poteka
ofrtane tetivnim stirikotnikom ABCD, ABGO in CDOG, sekajo v eni tocki — tocki E. Tocke
E, G in O so zato kolinearne. Nazadnje izracunamo

YOGF = $0GC + $CGF = %0DC + $CBF =
— (2 -%CAD)+%CBD =1 = SEGF.

Opomba. Zakaj smo pri resitvi naloge uporabili usmerjene kote? Kljuéni problem je uporaba
izreka o koncikli¢nosti in z njim povezan racun s koti. Po konstrukciji lezi tocka G na kroznici
skozi A, F' in D, vendar ne vemo v kakSnem vrstnem redu si te tocke sledijo na tej kroznici.
Podobno tudi ne vemo, v kakSnem vrstnem redu si tocke B, F', C in G sledijo na drugi kroznici.
Ce bi dokaz zapisali le z navadnimi koti, bi bil veljaven le za narisano konfiguracijo na sliki, ne
pa tudi v sploSnem.

Bralca vabimo, da poskusi narisati vsaj Se dve bistveno razli¢ni skici k gornji nalogi in zapisati
reSitvi najprej z obicajnimi koti, nato pa Se z usmerjenimi koti.

Zgled 9. Naj bo K dana kroznica, P in Q) pa tocki na njej. Naj bo M razpolovisée tetive PQ,
A in C pa taki tocki na IC, da gre daljica AC skozi M. V trapezu ABCD naj bosta med seboj
vzporedni stranici AB in CD wvzporedni tudi s tetivo PQ, dana krozZnica K pa naj bo ocértana
trapezu ABCD. Dokazi, da se AD in BC sekata v toéki X, ki ni odvisna od izbire tocke A na
K.

Podrobna resitev te naloge je zapisana v prispevku o Sredozemskem matemati¢nem tekmovanju
2001 (stran 20), na tem mestu zapisimo le, da naj bralec poskusi dokazati, da so tocke A, O, M
in D koncikli¢ne, kjer smo z O oznacili sredisce kroznice K.

Naloge

Pri geometrijskih nalogah je najprej potrebno narisati dovolj veliko in natancno skico. Ker pri
nalogah pogosto obravnavamo koncikli¢nost, je potrebno izrek o koncikli¢nosti skrbno zapisati.
Vsako nalogo najprej resi glede na narisano skico, nato pa razmisli, ali je zapisani dokaz veljaven
tudi pri kaksni drugacni konfiguraciji. ObiCajno se analizi ve¢ primerov izognes z uporabo
usmerjenih kotov. Pri uporabi izreka o potenci tocke na kroznico tudi ne pozabi, da je treba
algebraic¢ni pogoj zapisati v vektorski obliki.

1. Dan je ostrokotni trikotnik ABC'. Visina iz B seka kroznico s premerom AC' v tockah P in
Q, visina iz C' pa seka kroznico s premerom AB v tockah M in N. Dokazi, da je Stirikotnik
NPMQ@Q tetiven. Kje lezi sredis¢e njemu ocCrtane kroznice?
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. Dana je polkroznica s srediséem O in premerom AB. Na premici AB je izbrana taksna
tocka M, da je |AM| > |BM]|. Tocka M lezi izven daljice AB. Premica skozi M seka krozni
lok AB v takih tockah C in D, da je [CM]| < [DM|. Oértani kroznici trikotnikov AOD in
OBC se sekata v tockah O in K.

Dokazi, da se premici OK in KM sekata pravokotno.

. Kroznici Iy in o s srediséima O; in O2 se od zunaj dotikata v tocki T in se od znotraj
dotikata kroznice KC s srediséem O v tockah A in B. Skupna tangenta kroznic Ky in Ko v
tocki T seka kroznico K v tockah K in L. Oznac¢imo s C razpolovisée daljice K L. Dokazi,
da je KL simetrala kota ¢ BCA in <0100 = ¥ ACB.

. Dana je kroznica K s srediséem O in premica £ izven nje. Oznacimo z M nozisée pravokotnice
na ¢ iz O. Izberimo poljubno tocko P € K. Kroznica s premerom PM seka kroznico K Se
v tocki X in premico [ Se v tocki Y. Dokazi, da potekajo vse daljice XY skozi fiksno tocko,
ko lego tocke P € K spreminjamo.

. Na stranicah AB in AC' trikotnika ABC lezita taki tocki D in E, da je DE || BC. Naj
bo P poljubna tocka v notranjosti trikotnika ABC. Premici PB in PC sekata DE v F in
G. Oznag¢imo srediséi trikotnikoma PDG in PFE oértanih kroznic zaporedoma z O7 in Os.
Dokazi, da je AP 1 O10s.

. Na osnovnici AB trapeza ABC D lezi taksna tocka F, da je |CF| = |DF|. Presecis¢e premic
AC in BD oznacimo z F, sredisci trikotnikoma ADF in BCF oé¢rtanih kroznic pa z Op in
O,. Dokazi, da je EF 1 O10s.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 4 Izp1s: 22. NOVEMBER 2003

19



D. Felda: Sredozemsko matematiéno tekmovangje 2001

Sredozemsko matemati¢no
tekmovanje 2001

Naloge

1. Naj bo K dana kroznica, P in @ pa tocki na njej. Naj bo M razpolovisce tetive PQ, A
in C pa taki tocki na I, da gre daljica AC skozi M. V trapezu ABCD naj bosta med
seboj vzporedni stranici AB in C'D vzporedni tudi s tetivo PQ, dana kroznica K pa naj bo
o¢rtana trapezu ABCD. Dokazi, da se AD in BC' sekata v toc¢ki X, ki ni odvisna od izbire
tocke A na K.

2. Poiséi vsa taka cela stevila n, za katera lahko polinom p(z) = x°

produkt dveh nekonstantnih polinomov s celimi koeficienti.

—nx —n — 2 zapiSemo kot

3. Dokazi, da obstaja naravno stevilo N, za katerega se zapis stevila 2000V v desetiskem
sistemu zac¢ne z zaporedjem Stevk 200120012001.

4. Dan je enakostrani¢ni trikotnik ABC' s stranico 1. Z A je oznacena mnozica vseh tock, ki
lezijo v njegovi notranjosti ali na robu trikotnika. Za vsak M € Az a,,, b,, in ¢,, ozna¢imo
razdalje od tocke M do stranice BC, C'A oziroma AB. Definirajmo funkcijo

J(M) = a?w (bM - CM) + bi/j (CM - aM) + C?M (al\/f - bM)‘

(a) Podaj geometrijski opis mnozice {M € A; f(M) > 0}.

(b) Pois¢i najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(M) za M € A ter tocke, v katerih sta
ti vrednosti dosezeni.

Resitve nalog

1. Ker je AB || PQ in je M razpoloviice PQ, je MO L
AB, kjer smo z O oznacili sredi§ce kroznice K. Torej je

3ADM = § ADB — %%AOB _ JA0M

in je AOMD tetivni stirikotnik. Po izreku o potenci
tocke X na kroznico skozi tocke A, O, M in D je )ﬁ) .
5(?1 = m . )TO Ker po izreku o potenci tocke na
kroznico skozi tocke A, B, C in D velja Se ﬁ . 5(?1 =
XAO-X;O—vQ7 sledi r? = )TO)TO—XW)T@ =
]\75)?5 Ker vemo, da so tocke O, M in X kolinearne,

je z enakostjo 2 = MO - XO lega tocke X natancno
dolocena (in neodvisna od A).
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2. Denimo, da lahko zapisemo p(x) = pi(x) - pa(z), kjer sta pi(x) in pa(z) nekonstantna
polinoma s celimi koeficienti. Lo¢imo dva primera: eden izmed polinomov p;(x) in pa(x) je
stopnje 1 in drugi stopnje 4 ali pa je eden izmed polinomov stopnje 2 in drugi stopnje 3.
Privzamemo lahko, da je deg(p;) < deg(p2) in da imata oba vodilni koeficient enak 1.
Lotimo se najprej prvega primera: deg(p;) = 1 in deg(p2) = 4. Ker je vodilni koeficient
polinoma p;(x) enak 1, ima ta polinom celo ni¢lo, zato ima tudi polinom p(x) celo niclo.
Poiskati moramo torej taka cela Stevila n, za katera ima p(x) celo ni¢lo. Naj bo y € Z
ni¢la polinoma p(z). Tedaj je y® — 2 = n(y + 1), od koder sklepamo, da je y # —1 in da je
n= y;T—z =yttt —y+1- y% To pomeni, da y+ 1 deli 3 in da je torej y lahko enak
—4, —2, 0 ali 2. Stevilo n je lahko enako 342, 34, —2 ali 10. Naj k vsaki vrednosti stevila n
zapiSemo Se pripadajoci polinom p(x), ¢eprav naloga to ne zahteva:

n=-2— p(r)=x(x*+2)
x —2)(z + 223 + 42% + 82 + 6)
n =34 — p(z) = (v +2)(z* — 223 + 422 — 8z — 18)
n =342 — p(z) = (z + 4)(2* — 42 + 162? — 642 — 86)

n =10 — p(z)

= (
= (

V drugem primeru je deg(p;) = 2 in deg(p2) = 3. Pigimo: pi(z) = 2? + ro + ¢ in pa(z) =
23 + sz +tx +u, kjer so r, q, s, t in u cela stevila. Ker je pi(z) - p2(x) = p(z) in v p(z)
ne nastopa z*, mora biti s = —r. Potem ko s zamenjamo z —r in primerjamo koeficiente
pri z3, pridemo do t — 72 + ¢ = 0. Od tod izrazimo t in nato primerjamo koeficiente
pri x2, kar prinese u + r3 — 2rq = 0 oziroma u = 2rq — r3. Tako pridemo do enakosti
(22 +rz +q)(2® —rz® + (r? — @)z +2rq — r3) = 2% — nx —n — 2 za primerna cela tevila r,
¢ in n. Izberimo z = —1, pa imamo (1 —r +¢)(—1 —r —r? 4+ ¢ + 2rq — r*) = —3 oziroma
(q—r+ D +r2+r+1—-2rq—q)=3. Izrazaq—r+1in 7> +r2 +r+1 - 2rq — ¢ sta
torej celi stevili in njun produkt je enak 3. Imamo $tiri moznosti:

g—r+1=-3 g—r+1=-1
4l r+1-2rg—q=-1 P+ 1= 2rg - g =3
g-r+1=1 g-rt+l1=3
4?4 r+1-2rg—q=3 Pl tr+l-2rg—q=1

Iz prvega sistema enacb dobimo r3 — r? + 8 + 6 = 0, ki nima celostevilskih resitev. Iz

drugega sistema dobimo 73 — 12 + 4r 4+ 6 = 0, ki ima samo eno celostevilsko resitev, to je
r = —1. Izra¢unamo e ¢ = —3 in pridemo do (2% —z —3)(z® + 22 + 42 +7) = 2° — 192 — 21,
od koder preberemo n = 19. Podobno ugotovimo, da tretji sistem nima celoStevilske resitve,
iz cetrtega pa dobimo r = -1, ¢=11in (2> —2 - 3)(z3+22 - 1) =2 +2 -1 ter n = —1.
Resitve naloge so torej cela stevila —2, —1, 10, 19, 34 in 342.

3. Dokazali bomo splosnejso trditev: Naj bo a1, as, ..., a, zaporedje n stevk. Potem obstaja

naravno stevilo N, za katerega se zapis stevila 2000 v desetiskem sistemu zacne z zapo-
redjem Stevk ajas ... ay,.
Oznagimo §tevilo @iag. .-Gy z 2. Tako je z = a1 - 10" 1 4 a9 - 10" 2 4+ - + ay,_1 - 10 + ay,.
Pokazati moramo, da je 2000V = @yaz ... an€i€z... ém za neko naravno stevilo N, kjer je eq,
€2, ... ey zaporedje m Stevk. Z drugimi besedami: poiskati moramo tako naravno Stevilo
N, da bo veljalo

z-10™ < 2000Y < (z41)-10™,

oziroma
logz+m < N(log2+3) <log(z+1)+m

(kjer smo vzeli desetiske logaritme).

To je neposredna posledica naslednje trditve: Naj bo « iracionalno Stevilo. Tedaj vsak
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interval (a,b) vsebuje vsaj eno Stevilo oblike na + m, kjer sta m in n celi Stevili.

Da je to res, se hitro prepricamo. Oglejmo si Stevila na + m, kjer je m celo stevilo, n pa
izbiramo izmed 1, 2, ..., N, pri ¢emer vzamemo N = [ﬁ] + 2. Po Dirichletovem principu
sta med $tevili na (n =1, 2,..., N) dve taki, katerih decimalna dela se razlikujeta za manj
kot h = ﬁ Ko dodamo ustrezen m, dobimo Stevili oblike na + m, ki se razlikujeta za d
in velja |d| < h < b—a. Vsaj en cel veckratnik stevila d lezi znoter intervala (a,b). V nasem
primeru je o = log2 + 3, a = logz in b = log(z + 1).

. Zapisimo
f(M) = a?u (bM - CM) + bi{ (CM - aM) - Cif (bM - CM) - Cif (CM - aM)
= (b]\/l - CM)(CM - a]\f)(b?w + bMCM + 612\/[ - a/]2\/[ — Ay Cy T Cf/[)
= (b]\/l - CM)(CM - a’M)(b]\/I - aM)(aM + bM + CM)‘

Ocitno je a,, +b,, +¢,, = 73

(a) Izrazib,, —¢,,, ¢,, —a,, in b,, —a,, spremenijo predznak pri prehodu preko tezis¢nic
AAy, BB; oziroma CCy. Ce je T tezisce trikotnika ABC, potem je f(M) > 0 natanko
tedaj, ko M lezi v notranjosti ali na robu trikotnikov T'A1 B, T B1C in T'Cy A.

(b) Dovolj je, ¢e poiséemo maksimum, saj funkcija spremeni le predznak, ¢e se M preslika
preko katere izmed tezis¢nic. Naj lezi tocka M v trikotniku T'A1 B ali na njegovem
robu. Tedaj je a,, <c,, <b,,. Ceje N€ BCin MN || AB, je ¢, = c,,, ay, =0 in
by =0, +a,,, zato je

f(N) = (bN _CN)(CN _aN)(bN _aN)T = (bM _CM)(CM _aM)(bM _aM)T = f(M) :

To pomeni, da je dovolj poiskati maksimum za primer, ko M lezi na BA; (ko je a,, = 0).

Postavimo b,, —¢,, =z € [0, @] Iz b, + ¢, = @ sledi b,, = @ inc,, = \/%%.

Poiskati moramo torej maksimum funkcije g(x) = x- @ . @ . @ = %(3%‘—41’3)

na intervalu [0, @] Uvedimo z = sinu, u € [0,%]. Ker je 3sinu — 4sin®u = sin 3u,

dobimo maksimum g, ¢e je 3u = § oziroma x = sing = % Tako je M € BA; in
_ 1. 1 _ /3

[MA| =355 =%

Funkcija f doseze na mnozici A maksimum % v treh tockah, ki lezijo na BA1, CB;

oziroma ACY, in sicer na razdalji ? od Ay, By oziroma C7. Minimum —g doseze

prav tako v treh tockah. Te lezijo na C Ay, AB;y oziroma BC1, in sicer na razdalji %

od Ay, By oziroma Cj.
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Resitve nalog iz prejsnje stevilke

K resitvi naloge obi¢ajno vodi ve¢ poti in vse matemati¢no veljavne resitve so pravilne. V
resitvah, ki jih objavljamo, je izbrana tista pot, ki se najbolj ujema s prispevkom, v katerem je
bila doloc¢ena naloga zastavljena. Ce se tvoja resitev od navedene resitve bistveno razlikuje, se
o resitvi pogovori s tvojim uciteljem matematike.

Veccleniki
1. (a) (6z+2y)? = (62)2+2 612y + (2y)? = 3622 + 24zy + 4y>
(b) (8 — 5x)% = 64 — 80x + 2522
(c) (—4x3 — 3zy)? = 1625 + 242ty + 922y?
)
)

(
2. (a) 322 =1024
(b) 462 = 2116
(c) 1122 = 12544

3. 900000000052 = 8100000000900000000025

81z + 19822 + 121 = (922 + 11)?
4922 — 42zy + 9y? = (T — 3y)?
324 — 72y + 495 = (18 — 29%)?

(62 + 2y) (62 — 2y) = 3622 — 4y?
(1722 — 12)(1722% + 12) = 289z — 144
(14x — 16y3)(14x + 16y3) = 19622 — 25635

169 — 6422 = (13 + 8z)(13 — 8z)
25622y? — 36 = (16xy + 6)(16xy — 6)
4921 — 819222 = (T2? + 9y2)(T2? — 9y2)

96 - 104 = 10000 — 16 = 9984
112 - 108 = 12100 — 4 = 12096
7000000008 - 6999999992 = 49000000000000000000 — 64 = 48999999999999999936

(v —2y)® = 23 + 322 - (—2y) + 3z - (—2y)? + (—2y)% = 23 — 62%y + 122y> — 83
(322 + 4)3 = 2725 4 1082 + 14422 + 64
(2z — 5)3 = 823 — 6022 + 150z — 125

)
)
)
)
)
)
)
)
(c)
7. (a) 63-57 = 3600 — 9 = 3591
(b)
)
)
)
)
)
) 22 +62+5=(z+1)(z+5)
)
)
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(d) 2% — 122 — 28 = (v — 14)(z + 2)

10. Imenovalce razstavimo v produkte, ulomke razsirimo na skupni imenovalec, poenostavimo
Stevec in ga razstavimo v produkt in konéno ulomek okrajSamo.

(a)

z 1 1 z 1 1
x2—2x_:c—2+5 - x($—2)_x—2+5
_rx—xt+x—2
B z(z —2)
1z -2)
- x(r—2)
1
oz
(b)
a+21 a+1 a _ a+21 a+1 a
9-a2 3—-a 34a  (3-a)3+a) 3—-a 3+a
a+2l—(a+1)3+a)—a(3—a)
B 3—a)(3+a) B
a+2l-a*—4a-3-3a+a*
B 3—a)(3+a)
 —6a+18
 B-a)34+a)
B 6(3—-a)
- B-a)34a)
6
~ 3+a
()
a? -4 5a* —10a 10a? ~ (a+2)(a—2)(a—5)-10a®
a  a-5 a>-10a+25  a-5a(a—2)(a—>5)>
2(a+2)

(a—5)

11. Tudi tu imenovalce razstavimo v produkte, ulomke razsirimo na skupni imenovalec, po-
enostavimo S§tevec in ga razstavimo v produkt in konéno premislimo, ¢e smemo ulomek
okrajsati.

(a)

1 2 3 _
x—1+x—2_$+3 0
(x—=2)(x+3)+2(x—-1)(z+3)—-3(x—-1)(z—2) .
(x—=1)(x—2)(z+3)
?+z—6+227+4x—6—-322+92 -6 0
(x—1)(x—2)(z+3)
14z — 18 — 0

1) (z—2)(z+3)
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2(7x—9) = 0
T =9
9
T =3
9
= {3
(b)
2043 x+18 2?4z _ 0
r—1 x+6 224+52—6
2:U+3_93+18_ 2+ — 0
x—1 zr+6 (r—1)(z+6)
2z +3)(x+6)— (x+18) (z —1) — (¢ +z) 0
(x—1)(x+6)
202+ 1504+ 18 —2? — 1Tz +18 —2? —z 0
(x — 1) (x +6)
—3z + 36 _ 0
(x — 1) (z+6)
-3(x—-12) 0
(x — 1) (z+6)
r—12 = 0
r = 12
R = {12}
(c)
2?41 1 L
2-1 -1 2
2+1 11 0
(=D (z+1) =x—-1 2
2(2?+1) =2(x+1)—(z—-1)(z+1) 0
2(x—1)(x+1)
20242 -22—-2—a?+1 0
2(x—1)(x+1)
2?2 —2x+1 _ 0
2(x—1)(x+1)
-1
2(x—1)(x+1)
R = {}
Mnozica reSitev je prazna, saj je Stevec enak ni¢ le za x = 1, toda tedaj je tudi

imenovalec enak nic.
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Neenakosti

1. Kerje 3—b>3—c, je —b > —c in zato ¢ > b. Potem pa velja tudi ¢+ 5d > b+ 5d. Ker je
b+ 5a > c+5din ¢+ 5d > b+ 5d, dobimo b+ 5a > b+ 5d in od tod 5a > 5d, torej a > d.
Nadalje je 2d —a > ¢, zato je 2d > a+c. Kerjea>dinzatoa+c>d+c,je2d >d+c
in d > ¢. Povzemimo: a > d > ¢ > b.

2. Ker je é—l—% é+ ﬁ = (11(_1(1—23 = (11 a), moramo dokazati da je (1 7 2 4, oziroma
a(l—a) < 1. Kerpajea®—a+1=(a—1)2>0, torej 1 > —a? + a, neenakost velja.

3. Neenakost a* +b* > a3b+ ab? velja natanko tedaj, ko velja neenakost a* — a3b+b* —ab® > 0,
oziroma a(a — b) + b3(b — a) > 0. Ker pa je a(a — b) + b*(b — a) = (a — b)(a® — b3) =
(a—b)(a—b)(a*+ab+b%) = (a—b)*(a* +ab+ 16+ 2b?) = (a —b)*((a + 3b)* + 2b%), zadnji
izraz pa je zmnozek 2 nenegativnih stevil, je a3(a — b) + b3(b —a) > 0.

4. Ker je 2a® + 2ab + b? > a® + 2ab + b*> = (a + b)?, za vsa realna stevila pa je (a + b)% > 0, je
tudi 2a% + 2ab + b > 0.

5. Neenakost a?+b?+c? > ab+bc+ ca na obeh straneh pomnozimo z 2 in dobimo ekvivalentno
neenakost 2a® + 2b% 4+ 2¢? > 2ab + 2bc + 2ca. Vse élene prenesemo na levo stran neenakost
in dobimo a? — 2ab + b? + a? — 2ac + ¢ + b> — 2bc + ¢ > 0. Ker pa je leva stran neenakosti
(@ —b)%+ (a—c)>+ (b—c)? > 0, velja zadnja neenakost in zato tudi prva neenakost.

6. Neenakost pomnozimo z 2, nato pa vse ¢lene neenakosti damo na levo stran in dobimo
2a2b? 4+ 2b%c? +2c2a® — 2abc(a+b+c) > 0. Ker pa je 2a2b2 +2b%c? 4 2c?a? — 2abc(a+b+c) =
a?b? —2a%be+a’c+a?b? —2ab?c+-b2 A +b2c? —2abc? +-a*c? = a?(b—c)?+b%(a—c)?+c2(b—a)? >

0, velja tudi prvotna neenakost.

7. Harmoniéna sredina Stevil a in b je manjSa ali enaka aritmeti¢ni sredini Stevil a in b, torej

-Qk T < aT‘H’. Obe strani pomnozimo z 2(% + %) in dobimo prvotno neenakost.

Q|-

8. Geometrijska sredina Stevil A in H je manjSa ali enaka aritmetiéni sredini Stevil A in H.
Torej VAH < 442 Ker pa je VAH = , /%0 afb2ab — Jab =G, je G < 45,
oziroma 2G < A+ H.

2
T,1
=+

Usmerjeni koti

1. Oznacimo z Y pravokotno projekcijo tocke O na AB. Tedaj je $AOY = JACB =
JQCB = 4QPB = ¥QPA = $XPA. Ker velja $A0Y = ¥XPA = — $APX in
JYAO = S PAX = — I XAP, sta si trikotnika AOY in APX podobna (in nasprotno
usmerjena). Torej velja tudi { AXP = — JAYO = JOY A = 7 in zato AX L XP.
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2. Razliéne totke A, B in C so kolinearne natanko tedaj, ko je AB || BC. Slednje pa velja
natanko tedaj, ko je X ABC = 0.

3. Ker je v poljubnem trikotniku XY Z vsota notranjih kotov enaka iztegnjenemu kotu, velja
IXYZ+JYZX +3ZXY =0 (mod ).
Sledi

(X BAC + $ACB) + (£ DCA + £ CAD)
= (¥BAC + ¥CAD)+ (¥ DCA+ S ACB)
= 4BAD+ 3IDCB (mod 7).

JABC + 4CDA
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