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Vsebina

Vsebina

Teorija stevil (Irena Majcen) 3
V prispevku obravnavamo osnove teorije Stevil: prastevila in deljivost, Evklidov
algoritem in kongruence. Prispevek je napisan elementarno in je obvezno branje za
vsakega tekmovalca.

O kotih (Matjaz Zeljko) 14
V prispevku seznanimo bralca z osnovnimi lastnostmi kotov med premicami in kotov
v krogu. Zadnji razdelek o tangentah je namenjem tistim, ki so znanje prejsnjih dveh
Ze utrdili.

Resitve nalog iz prejsnje stevilke 23
Zapisane so podrobne resitve vseh nalog iz prejsnje Stevilke Brihtneza.

IZI Kot smo zapisali ze v prvi stevilki, se bodo lahko najboljsi tekmovalci vkljucili v eno
izmed skupin, ki se bosta udelezevali raziskovalnih dni ter zimskih in letnih Sol oziroma priprav na
mednarodno matematiéno olimpiado. Clane prve skupine tokrat vabimo, da nam posljejo resitve
nalog 3, 4 in 6 iz prispevka Teorija Stevil in nalog 1, 2 in 3 iz prispevka O kotih. Clane druge
skupine pa vabimo, da nam posljejo resitve nalog 13, 14 in 17 iz prispevka Teorija Stevil in nalog
4, 5 in 7 iz prispevka O kotih. Resitve (samo v pisni obliki) morajo prispeti na naslov DMFA
Slovenije, Urednistvo revije Brihtnez, Jadranska 19, 1000 Ljubljana, najkasneje do
14. 12. 2002. Resitev, prispelih po tem roku, ne bomo upostevali, in sicer ne glede na vzrok
zamude. Prav tako tudi ne bomo upostevali resitev, poslanih po elektronski posti.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 2 Izpis: 11. DECEMBER 2002



1. Majcen: Teorija Stevil

Teorija stevil

Deljivost

Teorija stevil se v glavnem ukvarja s preucevanjem lastnosti celih Stevil
Z={..,-2,—-1,0,1,2,...}.

Za zacetek se bomo omejili samo na naravna stevila N = {1,2,3,...}. To so pozitivna cela

Stevila.

Oglejmo si najprej pojem delitelj. Delitelji Stevila 6 so 1, 2, 3 in 6. Delitelji stevila 21 so 1, 3, 7

in 21. Delitelja stevila 11 sta 1 in 11.

Pravimo, da je naravno sStevilo a delitelj naravnega stevila b, ¢e obstaja taksno naravno Stevilo
k, da je
b= ka.

Krajse zapisemo a | b, kar preberemo: a deli b. Dejstvo, da je a delitelj b, lahko povemo oziroma
zapiSemo na ve¢ nacinov, na primer:

e ¢ deli b.

® a|b.

a je delitelj b.

e b = ak za neko naravno Stevilo k.

b/a je naravno Stevilo.

b je deljiv z a.
e b je veckratnik a.

Paziti moramo, da ne zamenjamo znakov | in / med seboj (navpi¢na ¢rta oznacuje, da neko
stevilo deli drugo, poSevna ¢rta pa lo¢i Stevec in imenovalec v ulomku).

Naslednji zgled je naloga s podro¢nega tekmovanja (8. razred leta 2002).

Zgled 1. Na papir sem napisal Stirimestno stevilo, ki je deljivo s tri, stiri in pet. Na zadnji dve
Stevki je kapnilo ¢rnilo in nista vidni. Vidi se le 86..
Zadngi dve stevki sta:

(A) 60 (B) 40 (C) 30 (D) 20 (E) 15

Resitev. ZapiSimo neznano $tevilo v obliki 86zy, kjer smo z x in y oznadcili Stevki, ki ju je
prekrilo ¢rnilo. Ker je to Stevilo deljivo s 5, je y lahko le 0 ali 5. Toda $tevilo je deljivo tudi s
4, zato mora biti y sod in je lahko le 0. Da bo stevilo deljivo s 4, mora biti Zy = 20 deljivo s 4,
torej mora biti tudi = sod. Upostevajmo e, da je 86xy = 86x0 deljivo s 3. Stevilo je deljivo s
3, Ge je vsota njegovih Stevk deljiva s 3, torej mora biti 8 + 6 + = + 0 deljivo s 3. Ce zapisemo
14 4+ z v obliki 12 4+ z + 2, ugotovimo, da mora biti x + 2 deljiv s 3, pri ¢emer vemo, da je x soda
stevka. Edina moznost je x = 4, tako da sta zadnji tevki 4 in 0.
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Prastevila in sestavljena Stevila
Naravno Stevilo je prastevilo, ¢e je vecje od 1 in sta njegova edina delitelja 1 in Stevilo samo.

Zgled 2. Stevili 2 in 3 se razlikujeta za 1 in sta obe prastevili. Ali obstaja Se kaksen par $tevil
s to lastnostjo?

Resitev. Oznacimo iskani Stevili s p in p + 1. Eno izmed dveh zaporednih stevil je zagotovo
sodo. Edino sodo prastevilo je Stevilo 2, zato mora biti eno izmed teh dveh prastevil enako 2.
V primeru, ko je p = 2, dobimo p+1=3. Ce paje p+1=2, je p=1. Ker 1 ni prastevilo, sta
2 in 3 edini zaporedni prastevili.

Zgled 3. Dokazi, da so vsa prastevila, vecja od 3, oblike 6k — 1 ali 6k + 1, kjer je k naravno
Stevilo.

Resitev. Vsako naravno Stevilo lahko zapisemo v obliki 6k + r, kjer je r € {0,1,2,3,4,5}. Pri
tem smo pravzaprav zapisali, da je vsako Stevilo veckratnik stevila 6 (tedaj je » = 0) ali pa da
pri deljenju s 6 neki ostanek (ostanek je lahko 1, 2, 3, 4 ali 5). Stevila oblike 6k, 6k 42, 6k + 3
in 6k 4+ 4 so sestavljena, saj so deljiva z 2 ali 3. Prastevila so torej res lahko oblike 6k 4 1 ali
6k+5=6(k+1)—1.

Zgled 4. Za vsako prastevilo p, vecje od 3, je produkt njegovih sosednjih Stevil deljiv s 24.

Resitev. Radi bi dokazali, da je produkt stevil p — 1 in p + 1 deljiv s 24. V prejsnjem zgledu
smo pokazali, da je vsako prastevilo, vecje od 3, oblike 6k + 1 ali 6k 4+ 5. Ce je p = 6k + 1, je

(p—1)(p+1)=(6k+1—1)(6k+1+1) = 6k(6k +2) = 12k(3k + 1).

Ce je k sodo stevilo, je ta izraz ocitno deljiv s 24. Ce je k liho, je 3k + 1 sodo in izraz je spet
deljiv s 24.
Poglejmo Se primer, ko je p oblike 6k 4+ 5. Tedaj je

(p—1)(p+1)=(6k+5—1)(6k+5+1) = (6k + 4)(6k + 6) = 12(3k + 2)(k + 1).

Ce je k liho &tevilo, je k + 1 sodo, ¢e pa je k sodo, je tudi 3k + 2 sodo, v vsakem primeru torej
velja 24 | (p — 1)(p + 1).

Zgled 5. Poisci vsa taksna prastevila p, da sta tudi stevili p + 10 in p + 14 prastevili.
Resitev. Naloge takega tipa se ponavadi lotimo tako, da naredimo preglednico za prvih nekaj
prastevil in na podlagi rezultatov uganemo kaksno lastnost, ki jo nato Se dokazemo.

p | 2 3 5 7 11 13
p+10]12=22.3 13 15=3-5 17 21=3-7 23
p+14 | 16=2% 17 19 21=3-7 25=5%2 27=33

Nasli smo eno resitev, in sicer p = 3. Vidimo tudi, da je v vseh ostalih primerih eno izmed Stevil
p+ 10 oziroma p + 14 deljivo 3. Pokazimo, da je za vsako prastevilo p, razli¢no od 3, eno izmed
stevil p + 10 in p + 14 deljivo s 3.

Ker p ni deljivo s 3, je p = 3k + 1 ali p = 3k + 2. V prvem primeru je s 3 deljivo stevilo
p+14=3k+1+14=3(k+5), vdrugem pap+ 10 =3p+ 2+ 10 = 3(p + 4) in zato ti Stevili
ne moreta biti prastevili. Edina resitev je torej p = 3.

Opomba. Zgled lahko reSimo Se na mnogo drugih na¢inov. Lahko bi za prastevila, vecja od

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 2 Izpis: 11. DECEMBER 2002



1. Majcen: Teorija Stevil

3, uporabili Ze znano lastnost, da so ta prastevila oblike 6k + 1 oziroma 6k — 1. V razdelku o
kongruencah bomo to nalogo resili Se enkrat, seveda z uporabo kongruenc.

Naravno Stevilo, ki ni niti 1 niti prastevilo, je sestavljeno. Razlog, zakaj so prastevila tako
pomembna, je v tem, da lahko vsako naravno Stevilo (razli¢no od 1) zapiSemo na samo en na¢in
kot produkt prastevilskih deliteljev, ¢e se ne oziramo na vrstni red faktorjev. Na primer

74844 = 2%.35.7.11.

Tako faktorizacijo imenujemo prastevilski razcep. V tem primeru vidimo, da 2 deli 74844 natanko
dvakrat (in ne trikrat) in da 13 ne deli Stevila 74844.

Prastevilski razcep naravnega Stevila n je oblike

n=pit-po?- .. PRk,
kjer so p1,p2,. ..,k razliéna prastevila in a1, as, . .., a; naravna stevila. Ce predpostavimo Se,
da je p1 < p2 < p3 < ...< pn, je ta razcep enolicno dolocen, torej je en sam.

Poglejmo si nekaj prastevilskih razcepov.

72 = 8.9=23.32

o= T7-11
2002 = 2-7-11-13
61 = 61

V zadnjem primeru nastopa prastevilo, ki ima v razcepu le samo sebe (v resnici ne gre za
produkt).

Zgled 6. Vzemimo poljubno trimestno Stevilo. Zapisimo ga dvakrat zapored, da dobimo Sest-
mestno Stevilo. Pokazi, da so 7, 11 in 13 delitelji tega Sestmestnega Stevila.

Resitev. Oznacimo izbrano trimestno stevilo z abe. Ce ga zapisemo dvakrat, dobimo Stevilo
abcabe, ki ga lahko faktoriziramo

abcabc = 100000a + 10000ab 4+ 1000c + 100a + 10b + ¢ =
= (100000 + 100)a + (10000 + 10)b -+ (1000 + 1)c = 100100a + 100106 + 1001c =
= 1001(100a 4 10b+ ¢) = 7-11-13 - (100a + 10b + c).

Dobljeno Sestmestno stevilo je torej res deljivo s 7, 11 in 13.

Najmanjsi skupni veckratnik
Najmanjsi skupni veckratnik naravnih Stevil m in n je najmanjSe naravno Stevilo, ki je veckratnik
m in hkrati veckratnik n.

Tako je Stevilo 12 najmanjsi skupni veckratnik Stevil 3 in 4, Stevilo 24 pa najmanjsi skupni
veckratnik stevil 6 in 8.

Zgled 7. Poisci nagmangsi skupni veckratnik stevil 60 tn 3150.
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Resitev. Zapisemo prastevilska razcepa: 60 = 22-3-5in 3150 = 2-32-52.7. Najmanjsi skupni
veckratnik teh dveh stevil je stevilo 22 - 32 - 52 - 7 = 6300. Dobili smo ga tako, da smo zmnozili
vse potence z razliénimi prastevilskimi osnovami iz razcepov. Izmed potenc z isto osnovo v obeh
razcepih smo izbrali tisto z vi§jim eksponentom.

Vcéasih nas zanima najmanjsi skupni veckratnik treh ali ve¢ stevil. To je taksno najmanjse
naravno Stevilo, ki je veckratnik vseh opazovanih Stevil.

Zgled 8. Poisci najmangsi skupni veckratnik prvih desetih naravnih Stevil.

Resitev. Ta stevila in njihovi prastevilski razcepi so
2=2,3=3,4=2%5=56=2-3,7=7,8=2%9=3% 10=2-5.

Torej je njihov najmanjsi veckratnik enak 2332 .57 = 2520.

Na tekmovanju Evropski matematicni kenguru je bila leta 2001 tale naloga:

Zgled 9. Nejc in Anze tedeta po krozni atletski stezi. Nejc za en krog potrebuje 3 minute, AnZe
pa 4. S tekom sta pricela hkrati. Cez koliko minut bosta prvié spet skupaj pretekla Startno érto?

(A) 6 B) 8 (C) 10
D) 12 (E) Odvisno od dolzine atletske steze.

Resitev. Iskano stevilo je najmanjsi skupni veckratnik sStevil 3 in 4, se pravi 12.

Naslednji zgled je naloga, ki je bila na podro¢nem tekmovanju za 6. razred leta 2001.

Zgled 10. Mateja ima Sahovski kroZek vsak Sesti dan pouka. Pouk se pricne na ponedeljek in
Mateja ima Sahovski kroZek Ze pruvi Solski dan. Kolikokrat bo v tem Solskem letu Mateja imela
Sahovski krozek na ponedeljek? (Upostevaj, da pouk poteka od ponedeljka do petka, 36 tednov
zaporedoma. )

(A) 4-krat (B) 5-krat (C) 6-krat (D) 7-krat (E) 8-krat

Resitev. Mateja ima Sahovski krozek vsak Sesti dan pouka, ponedeljek pa je vsak peti dan
pouka. Sahovski krozek je torej na ponedeljek vsakih 30 dni pouka (najmanjsi skupni veckratnik
stevil 5in 6). Pouk poteka 36 tednov po 5 dni, torej 180 dni, zato bo sahovski krozek v ponedeljek

180 __
30 — 6-krat.

Najvecji skupni delitelj

Skupni delitelj dveh naravnih Stevil ¢ in b je naravno Stevilo, ki je hkrati delitelj stevila a in
Stevila b. Tako je, na primer, 6 skupni delitelj stevil 24 in 54, 3 pa skupni delitelj stevil 81 in
333.

Najvecji skupni delitelj dveh stevil a in b je, kakor nam pove Ze ime samo, najvecje Stevilo, ki
deli tako a kot b. Oznacili ga bomo z D(a,b). Najvecji skupni delitelj stevil 140 in 110 je 10,
torej D(140,110) = 10.

Najvecji skupni delitelj dveh Stevil dobimo tako, da zmnozimo vse tiste potence z razli¢nimi
prastevilskimi osnovami, ki nastopajo v razcepih obeh Stevil, in sicer z nizjim eksponentom.
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Zgled 11. Poiséi najvecyi skupni delitelj stevil 72 in 270.
Resitev. Stevili razcepimo na prafaktorje.

72=2%.3% 270=2.3%.5
Najvecji skupni delitelj je 2 - 32 = 18.

Drugi postopek za iskanje najvecjega skupnega delitelja je Evklidov algoritem.

Evklidov algoritem

Imejmo dve Stevili n in g in naj bo n > ¢. Potem lahko n zapiSemo v obliki n = aq + r, kjer je a
celo stevilo, r pa ostanek (0 < r < ¢). Primer: zan =191in ¢ =5 je 19 = 3-5+ 4. Opazimo, da
je D(19,5) = D(5,4), torej je najvecji skupni delitelj stevil 19 in 5 enak najve¢jemu skupnemu
delitelju 5 in 4. To pa je podlaga za Fvklidov algoritem.

Zgled 12. Poisci najvecji skupni delitelj stevil 936 in 338 z Evklidovim algoritmom.
Resitev. Delimo 936 s 338

936 = 2 - 338 + 260,

nato delimo 338 z ostankom 260
338 = 1260+ 78,

potem delimo 260 z ostankom 78
260 =3 78+ 26

in nazadnje Se 78 s 26
78 =3-26+0.

Z deljenjem prenehamo, ko pridemo do ostanka 0. Najvecji skupni delitelj Stevil 936 in 338 je
26.

Zapisimo Evklidov algoritem Se bolj splosno. Naj bosta a in b naravni Stevili. Z zaporednim
deljenjem dobimo:

a = qb+ry, 0<r <b,
b = qr1+ry, 0<ry <y,
1 = q3rz+rs, 0 <rz <y,
Th—2 = Qp’p—1+7Tn, 0< Tn < Tn—1,
Tm—1 = {4n+1Tn-
Ker za ostanke velja b > r; > ro > ..., se postopek res konc¢a. Zadnji nenicelni ostanek deljenja

(torej stevilo r,) je najveéji skupni delitelj stevil a in b, saj je
D(a,b) = D(b,r1) = D(ro,r3) = ... = D(rp—2,mn—1) = D(rn-1,mn) = n.
Zgled 13. Z Evklidovim algoritmom poisci najvecji skupni delitelj stevil 588 in 317.
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Resitev.
588 = 1-317+ 271
317 = 1-271+46
271 = b5-46+41
46 = 1-41+5
41 = 8-5+1
5 = 5-140

Najvecji skupni delitelj je 1.

Stevili, katerih najvecji skupni delitelj je 1, sta tuji.

Deljivost v mnozici celih Stevil

Cela stevila, ki delijo 6, so 1,—1,2,—2,3,—3,6 in —6. Ta stevila delijo tudi —6. Stevilo 5 deli
0, toda 0 ne deli 5.

Celo stevilo a je delitelj celega Stevila b, e obstaja taksno celo Stevilo k, da je
b= ka.
Zgled 14. Ced|a ind|b, potem d | a+b.
Resitev. Ker d | a, obstaja celo stevilo z;, da je a = 21 - d. Prav tako iz d | b sledi, da obstaja
celo §tevilo zo, da je b = 29 - d. Potem pajea+b =z -d+ 2o -d= (21 + 22)d, in ker je z1 + 2o
celo, res velja, da d | a + b.
Zgornji zgled velja Se malo bolj splosno.
Zgled 15. Dokazi: ¢ed|a ind|b, potem d | xa+ yb za poljubni celi stevili x in y.
Resitev. Kakor v prejsnjem zgledu zapisimo a = z; - d in b = 29 - d. Potem je
za+yb=z-2z1-d+y-z-d=(x-21 +y-22)d,

Stevilo - 21 + ¥y - 22 je celo, torej res d | xa + yb.

Zgled 16. Dokazi, da ulomka ﬁzig ni mozno okrajsati za nobeno naravno Stevilo n.
Resitev. Uporabimo ugotovitev iz prejsnjega zgleda: ¢e neko Stevilo d deli stevili 21n + 4 in
14n + 3, deli tudi stevilo 3- (14n+3) —2-(21n+4) = 1. To pomeni, da d | 1, torej d =1 in
Stevili sta tuji. Ulomka ne moremo okrajsati za noben n.

Seveda lahko tudi v celih Stevilih iS¢emo najvecji skupni delitelj ali najmanjsi skupni veckratnik.
Toda kaj je D(15,—25)? Je to 5 ali —57 Dogovorimo se, da najveéji skupni delitelj pozitivno
stevilo. Torej je D(15,—25) = D(15,25) = 5. Prav tako lahko Evklidov algoritem uporabimo
za iskanje najvecjega skupnega delitelja dveh celih stevil. Ce id¢emo na primer D(—45, —85) s
pomocjo Evklidovega algoritma, lahko pois¢emo z Evklidovim algoritmom kar D(45,85). Po-
dobno velja za iskanje najmanjSega skupnega veckratnika stevil 81 in —45: pois¢emo kar naj-
manjsi skupni veckratnik stevil 81 in 45.
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Kongruence

Pojem in oznako kongruence je uvedel Zze Gauss, uporabljamo pa jo za poenostavljeno rac¢unanje
s celimi stevili, ko nas zanima deljivost z nekim naravnim Stevilom d.

Da bomo laze razumeli definicijo, si najprej poglejmo ostanke, ki jih dobimo pri deljenju celih
Stevil s 5.

0=0-5+0 7T=1-5+2 —1=(-1)-5+14
1=0-5+1 8=1-5+3 —2=(-1)-5+3
2=0-5+2 9=1-5+4 —3=(-1)-5+2
3=0-5+3 10=2-5+0 —4=(-1)-5+1
4=0-5+4 11=2-5+1 —5=(-1)-540
5=1-5+0 12=2-5+2 —6=(-2)-5+4
6=1-5+1

Ostanek pri deljenju celega Stevila s 5 je eno izmed stevil {0,1,2,3,4}. Recemo, da sta dve
celi stevili @ in b kongruentni po modulu 5, ¢e dasta pri deljenju s 5 enak ostanek. Tako so
2,7,12,17,22,...,-3,—8,—13,—18... vsa kongruentna po modulu 5, ker dajo ostanek 2.

V splosnem recemo, da sta celi Stevili a in b kongruentni po modulu d (d je izbrano naravno
stevilo), ¢e dasta a in b pri deljenju z d isti ostanek. Obstaja torej celo stevilo n, da je a—b = n-d.
Tako sta stevili 27 in 15 kongruentni po modulu 4, ker je 27 =6-4+3in 15=3-4 4 3.

Pojem kongruence je tako pomemben, da imamo zanj kratek nacin zapisa. Zapis
a=b (mod d),

preberemo: a je kongruentno b po modulu d. Ce a ni kongruentno b po modulu d, pisemo a % b
(mod d).

Ce dasta celi stevili @ in b isti ostanek pri deljenju z d, lahko to povemo na veé naéinov:

e ¢ je kongruentno b po modulu d,

e o = b+ nd za neko celo Stevilo n,

e ddelia—b.
Prednost Gaussovega oznacCevanja kongruence je v tem, da ima kongruenca pri izbranem mo-
dulu veliko lastnosti navadne enakosti. Pa si poglejmo, katere. Ce je a = ¢’ (mod d) in b = ¥’
(mod d), potem

eat+b=d+V (modd),

ea—b=d -V (modd),

e ab=d't (mod d).
Dokaz, da zgornje trditve veljajo, je preprost. Izraz a = a/ (mod d) pomeni, da je a = o’ + rd,
b=V (mod d) pa pove, da je b ="+ sd, kjer sta r in s celi stevili. Potem je

at+tb=d +rd+b¥+sd=d +V + (r+s)d,

to pa s kongruencami zapisemo a + b = a’ + b (mod d). Na podoben nacin jea —b=a' — b +
(r—s)din ab= (a' +rd)(b' + sd) = 'V +d'sd+Vrd+rsd* = 'V + (a/s + V'r +rsd)d. V jeziku
kongruenc ti dve enacbi nista ni¢ drugega kot a —b=a’ — b’ (mod d) in ab = 't (mod d).

Kadar sestevamo ali mnozimo kongruence pri izbranem modulu, recimo pri d = 5, lahko pre-
prec¢imo, da postanejo Stevila, ki se pojavijo, prevelika, ¢e zamenjamo katerokoli stevilo z enim
od stevil 0, 1,2, 3,4, s katerim je le-to kongruentno.
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Zgled 17. Poiséi vse taksne x, da je izraz 8lx + 53 deljiv s 5.

Resitev. Iscemo vse take z, da je 81z + 53 = 0 (mod 5). Stevili 81 in 53 lahko zamenjamo z
ostankoma, ki jih dobimo pri deljenju s 5 in enacba se poenostavi v 1-x+3 =0 (mod 5). Na
obeh straneh odstejemo 3 in dobimo x = —3 (mod 5), oziroma x = 2 (mod 5). Torej so vsi
iskani z oblike x = 5y + 2, kjer je y celo Stevilo.

Zgled 18. PokaZi, da 13 | 29" + 16"t + 42"%2 24 vsa naravna stevila n.
Resitev. Poglejmo, kaj nam da izraz 29" + 16"+ 4 4272 ¢e ga pogledamo po modulu 13:

20" 4 16" 44272 = 37 4 37t 4372 (mod 13)
3"(1+3+3%)=3"-13=0 (mod 13)

in res je stevilo deljivo s 13.

V zgledu je razvidno, da ni potrebno ves ¢as uporabljati znaka =. Kadar sta dva izraza enaka,
lahko uporabimo kar navaden enacaj =.

Ugotovili smo ze, da pri racunanju s kongruencami lahko Stevila menjamo s stevili, ki so jim
kongruentna po danem modulu. Stevila v eksponentu pa NE SMEMO zamenjati s kongruentnim
Stevilom.

Zgled 19. 2% # 2! (mod 3), pa éeprav je 4 =1 (mod 3).

Resitev. Prepricamo se, da je 2 =16 =1 (mod 3) in 2! =2 =2 (mod 3).

Poglejmo Se nekaj zgledov rac¢unanja s kongruencami.

Zgled 20. Poisci vsa taksna prastevila p, da sta tudi stevili p + 10 n p + 14 prastevils.

Resitev. Naloge se lotimo tako, da pogledamo kaksni sta Stevili p+ 10 in p+ 14 za prvih nekaj
prastevil. Hitro uganemo, da je za p # 3 eno izmed teh dveh stevil deljivo s 3. Pokazimo, da je
p = 3 edina resitev.

Poglejmo stevili p+ 10 in p+ 14 po modulu 3: p4+10 =p+1 (mod 3) in p+14 = p+2 (mod 3).
Ker je natanko eno izmed $tevil p, p+ 1 in p+ 2 deljivo s 3, je natanko eno izmed stevil p, p+ 10
in p 4+ 14 deljivo s 3 in ker so vsa prastevila, je to lahko le p, torej p = 3.

Zgled 21. Kaksne so lahko enice Stevila, ki je popolni kvadrat?

Resitev. Naloga nas spraSuje, kaksne ostanke ima lahko popolni kvadrat pri deljenju z 10.
Recimo, da je n =7 (mod 10), potem je n? = r? (mod 10). To pomeni, da ostanek popolnega
kvadrata n? dobimo tako, da kvadriramo ostanek Stevila n. Napisimo ostanke 7 pri deljenju z
10 in kvadrate teh ostankov kar v preglednico.

rj0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
2 (mod10) [0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

V prvo vrstico smo zapisali vse mozne ostanke pri deljenju z 10, v drugo kvadrate teh ostankov
in v tretjo ostanke druge vrstice pri deljenju z 10. Stevila v tretji vrstici so vsi mozni ostanki
popolnih kvadratov pri deljenju z 10. Torej so enice popolnega kvadrata lahko 0,1,4,5,6 in 9.

Zgled 22. Dokazi, da stevilo 3™ + 2 - 17" ni popoln kvadrat za nobeno naravno stevilo n.
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Resitev. V pomo¢ pri reSevanju te naloge nam bo prejsnji zgled. Zadnja Stevka v popolnem
kvadratu je lahko le 0,1,4,5,6 ali 9. Ce pokazemo, da so enice v Stevilu 3" + 2 - 17" vedno
razlicne od teh Stevk, bo naloga reSena. Se pravi, da bomo gledali ostanke po modulu 10.
Najprej lahko izraz poenostavimo, saj je 3" +2-17" = 3" +2-7" (mod 10). Nato ga izracunamo
za prvih nekaj n (gledano po modulu 10).

n|3" 7 34217
113 7 3+2.7=7
219 9 9+4+2.9=7
3|7 3 74+2-3=3
411 1 1+2-1=3
513 7 342.7=7
619 9 94+2.9=7
TI7T 3 7+2-3=3
811 1 1+42-1=3

Da bo jasno, kako smo prisli do stevil v preglednici, poglejmo, kako smo izrac¢unali stolpec pod
7". Pri n = 1 smo vpisali §tevilo 7' = 7 in pri n = 2 stevilo 9, saj je 72 =49 =9 (mod 10). Za
n = 3 pa smo smo si pomagali z Ze izra¢unanim. Ker je 72 =72.7=9-7 =3 (mod 10), lahko
zadnjo tevko Stevila 73 izracunamo tako, da ostanek, ki smo ga dobili pri 72 pomnozimo s 7 in
pogledamo po modulu 10. Podobno izra¢unamo zadnjo stevko tevila 7%. Ostanek, ki smo ga
dobili pri 73 pomnozimo s 7 in pogledamo po modulu 10. Ta postopek ponavljamo.

Iz preglednice je razvidno, da se ostanki pri 3" in 7" ponavljajo in to bomo tudi dokazali.
Vidimo tudi, da je 3* =1 (mod 10) ter 7 =1 (mod 10), zato najprej pokazimo, da je 3% = 1
(mod 10) za vsak k.

3% = 3H* =1 =1 (mod 10)

Podobno je
74 = (7H" = 1% =1 (mod 10).

Potem pa je
3+l —3.3% =3.1 =3 (mod 10),

32 —32.3% =9.1=9 (mod 10)

in

33 = 33.3% =7.1=7 (mod 10).

Prav tako dobimo
7L — 7.7 = 7.1 =7 (mod 10),

7HH+2 =72 7% =9.1=9 (mod 10)
in

7S — 73 7% = 3.1 =3 (mod 10).
Sedaj pa zdruzimo zadnje ugotovitve. Ce je n oblike n = 4k, je

3% 4 92.7% =142.1=3 (mod 10),

prin=4k+1 je
3t o 7t =34 9.7 =7 (mod 10),

pri n = 4k + 2 dobimo

32 L9 742 =94 2.9=7 (mod 10)
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inzan=4k+3
34+3 L 9. 73 =71 9.3 =3 (mod 10).

Ostanka, ki jih da izraz 3™ + 2 - 17" pri deljenju z 10 sta 3 in 7, torej to Stevilo ne more biti
popolni kvadrat.

Zgled 23. Naj bo n naravno Stevilo. Dokazi, da je Stevilo n deljivo s 40, ce sta Stevili 2n + 1
in 3n + 1 popolna kvadrata.

Resitev. Dokazimo najprej deljivost s 5. Popoln kvadrat ima lahko ostanek le 0, 1 ali 4 pri
deljenju s 5. Podobno kot v prejsnjih zgledih si pomagajmo s preglednico, v katero zapisimo,
kaksne ostanke imata pri deljenju s 5 stevili 2n 4+ 1 in 3n + 1.

n (mod5) [0 1 2 3 4
2n+1 (mod5) |1 3 0 2 4
1

3n+1 (mod 5) 4 2 0 3

Iz preglednice vidimo, da sta lahko stevili 2n + 1 in 3n + 1 hkrati popolna kvadrata le, ce je
n =0 (mod 5). Podobno lahko iz preglednice

n (mod8) |0 1 2
m+1 (mod8) |1 3 5
3n+1 (mod8) |1 4 7

N 3| W
(G20 TSN
S Wt
W oS
S |

sklepamo, da sta stevili 2n+ 1 in 3n + 1 popolna kvadrata le, ¢e je n = 0 (mod 8), kajti popolni
kvadrat da po modulu 8 ostanek 0 ali 1. Naloga je tako reSena.

Zanimivo je opaziti, da je le rahlo druga¢na naloga bistveno tezja:

Zgled 24. Naj bo n naravno Stevilo. Dokazi, da je $tevilo n deljivo s 56, c¢e sta Stevili 3n + 1
i 4n + 1 popolna kvadrata.

Resitev. Deljivost z 8 uzenemo enako kot v prejsnjem zgledu. Pri deljivosti s 7 pa se nam pri
zgornji metodi zatakne. Popolni kvadrat ima lahko pri deljenju s 7 ostanek 0, 1, 2 ali 4.

n(mod7) |0 1 2 3 4 5 6
3n+1 (mod7) |1 4 0 3 6 2 5
dn+1 (mod7) |1 5 2 6 3 0 4

Iz preglednice vidimo, da bi lahko bili stevili 3n + 1 in 4n + 1 popolna kvadrata po modulu 7
tudi, ¢e je n = £2 (mod 7). In kaj zdaj? Dokaz, da je n deljivo s 7 ni preprost in ga bomo
naredili v eni izmed prihodnjih stevilk Brihtneza, ko bomo obravnavali Pellovo enacbo.

Naloge

1. Neko stirimestno Stevilo ima naslednje lastnosti:

e prva in zadnja Stevka sta enaki;
e druga in tretja Stevka sta enaki;
e Stevilo je enako produktu treh zaporednih prastevil.

Katero je to stevilo?

2. Naj bo n naravno stevilo, ki ni deljivo s 3. Pokazi, da dobimo ostanek 1, ¢e n? delimo s 3.

3. Doloci vsa stevila x in y, da bo Stevilo 1984xy deljivo z 8 in z 9.
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1. Majcen: Teorija Stevil 13

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

. Ce sta v trimestnem stevilu, deljivim s 7, zadnji dve Stevki enaki, je vsota Stevk tega stevila

deljiva s 7. Dokazi.

. Katero je najmanjse trimestno stevilo, ki ima za delitelje prva tri prastevila in prva tri

sestavljena Stevila?
Neko stevilo ima natanko 8 deliteljev. Dva izmed teh deliteljev sta 35 in 77. Poisci to Stevilo.
Poisc¢i najmanjse stevilo, katerega deljitelji so 2, 3, 7, 10, 15, 20, 21 in 28.

Rok ima §tiri prijateljice, ki ga redno obiskujejo. Ana pride na obisk vsake 4 dni, Maja
vsakih 6 dni, Petra vsakih 8 dni in Spela vsakih 12 dni. Danes so bile na obisku vse skupaj.
Cez koliko dni se bodo spet srecale pri Roku?

Neonski svetilki prizgemo istocasno. Prva posveti vsake 4 sekunde, druga pa vsakih 6 sekund.
Kolikokrat v minuti posvetita skupaj?

Razcepi 362880 na prafaktorje.
7 uporabo Evklidovega algoritma pois¢i najvecji skupni delitelj stevil

e 3104 in 12520,
e 3529 in 99876.

Poiséi prastevilo, ki je za 1 manjSe od popolnega kvadrata. Ali obstaja Se kaksno taksno
prastevilo?

Poisci vsa taksna prastevila p, da je 2p 4+ 1 popoln kub.

Poiséi vsa prastevila p, da je tudi 8p? 4+ 1 prastevilo.

Dokazi, da je stevilo mTB + mT? + % celo za vsako celo stevilo m.
Dokazi, da je stevilo n3 + 11n deljivo s 6 za vsako naravno §tevilo n.
Poisci vsa cela stevila n, za katera 5 | (3(n? +n) + 7).

Stevilo 7777888 deli s 5. Koliksen je ostanek?

Dokazi, da je 55%+1 4+ 45%+2 4 35% deljivo z 11 za vsak k € N.
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O kotih

Koti med premicami

Spomnimo se, da je kot mnozica tock med dvema poltrakoma, ki izha- B /
jata iz iste tocke, ki jo imenujemo wvrh kota. Ker dva poltraka razde-

lita ravnino na dve mnozici tock, za kot med poltrakoma proglasimo JAOB
izboceno mnoZico oziroma konveksno mnoZico. (Lahko se zgodi, da sta " A
obe mnozici izboc¢eni, vendar sta v tem primeru kota skladna, in lahko

za kot med poltrakoma proglasimo katerega koli od teh dveh.)

Ce poltraka OA in OB skupaj tvorita premico, pravimo, da sta m

poltraka komplementarna ali dopolnilna in oblikujeta iztegnjens B 1) A
kot. Iztegnjeni kot meri 180° (beri: 180 stopinj) oziroma 7 radianov, kar ozna¢imo 4 AOB =
180° oziroma < AOB = 7.

Med najpomembnejSe lastnosti kotov zagotovo sodi izrek, da je vsota notranjih kotov v
trikotniku iztegnjeni kot. Zakaj izrek? Ko v matematiki vpeljujemo nove pojme in kasneje
iz njih izpeljujemo razlicne trditve, moramo nekje zaceti. Osnovnim dejstvom rec¢emo aksiomi
in jih ne dokazujemo, iz njih pa z logi¢nim sklepanjem izpeljemo razli¢ne trditve, ki jim re¢emo
1zreki. Izrek, da je vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 180°, sodi med klju¢ne izreke
evklidske geometrije.

Ce kota ¥ AOB in X BOC skupaj oblikujeta iztegnjeni kot s AOC, pravimo, da sta kota s AOB
in ¢ BOC suplementarna ali sokota. Ce kot meri enako kot njegov suplementarni kot, pravimo,
da je kot pravi in ozna¢imo ¥ AOB = 90°. (Na skicah tak kot pogosto ozna¢imo s parom
pravokotno se sekajocih daljic, kot prikazuje desna skica spodaj.) Reéemo lahko tudi, da se
poltraka AO in OB sekata pravokotno, kar ozna¢imo OA 1 OB.

B/ B|

¥BOC /4 A0B SAOB = 90°

C ) A C 0 A

Kota, ki imata za kraka paroma komplementarna poltraka, imenujemo
sovrsna kota. Na skici desno je oznacen par sovrsnih kotov.

Izrek 1. Sovrsna kota sta skladna (torej merita enako).

Premica, ki seka dani vzporedni premici, z njo oblikuje 4 pare uz-
meniénih kotov. Na skici desno so oznaceni vsi 4 pari izmeni¢nih -
kotov. ;

Izrek 2. Izmenicna kota sta skladna (torej merita enako).

Ce k temu dodamo Se ugotovitev, da sta sovrsna kota skladna, imamo )/w,/'
na desni skici dve ¢etverici skladnih kotov.

Lotimo se sedaj nalog. Pri vsaki nalogi narisi skico in na njej zaporedoma oznaci izrac¢unane
kote.
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Zgled 1. Iz tocke O izhajajo poltraki OA, OB, OC, OD in OFE. Vemo, da je < DOE =
24 BOC, ¥BOC = 24AOB in 4COD = 34AOB. Koliko meri kot {BOD, ¢ce je kot
I AOFE iztegnjeni.

Resitev. Narisimo skico in ozna¢imo neznani kot ¥ AOB z z. D C
Potem je '
3
YBOC = 24AOB =2z, 4z \°*/ 2z _B
¥COD = 3%AOB =3z, 5 5 r

YDOE = 2¥BOC = 4z.

Sedaj upostevamo, da je kot ¢ AOFE iztegnjeni in zapiSemo x + 2x + 3x + 4 = 180°. Torej je
10z = 180° in = = 18°. Kot < DOB torej meri < BOC + ¢ COD = 5x = 90°.

Zgled 2. Iz tocke O izhajajo poltraki OA, OB, OX, OY in OZ. Vemo, da je S AOB iztegnjeni
kot in da je < AOX = <Y OB. Dokazi, da je OZ 1. AB, ¢e OZ razpolavlja kot < XOY .

Resitev. Pri vsaki geometrijski nalogi najprej nariSemo skico
in na njej upostevamo podatke. Enaka kota < AOX in ¥YOB

smo oznacili z z. Ker je OZ simetrala kota ¢ XOY, sta tudi Yy - X
kota ¥ XOZ in < ZOY enaka. Oznacimo ju z y. Tedaj s skice y /
razberemo, da je x +y+vy+x = 180°, kar nam da 2(z +y) = 180° x x

oziroma x +y = 90°. B 0] A

Ali je naloga v celoti reena? Sploh NE. Zapisani dokaz je bil
tesno povezan s skico, gornja skica pa glede na podatke naloge
ni edina mozna. Nalogo smo resili le v primeru, ko je ¢ AOX  X- Y
ostri kot, torej ¥ AOX < 90°. Ce pa je XAOX > 90°, je skica y /
drugatna. Ker je OZ simetrala kota < XOY, sta kota ¥ XOZ x x
in ¥ ZOY enaka. Podobno kot zgoraj ju oznacimo z y. Ce sedaj B 0] A
upostevamo, da je {AOX = JYOB, vidimo, da sta kota $AOY in ¢ XOB enaka in ju
ozna¢imo z x. Dokaz sklenemo enako kot v prejSnjem primeru. Iz x + y + y + x = 180° sledi
x+y=90°.

Preostane nam Se tretji primer, ko je ¥ AOX = 90°. Tedaj je tudi YOB = 90° in OZ
sovpada z OX in OY. Torej je tudi v tem primeru OZ 1 AB.

PomMmnNI. Resitev geometrijskega problema ne sme biti odvisna od skice, ki smo
jo narisali v pomo¢ pri resevanju. Ce je kak3en sklep tesno povezan s polozajem tock ali
premic na sliki, razmisli, ali je narisan polozaj res edini mozni. Praviloma temu ni tako in
ravno v raznolikosti moznosti se skrivajo najglobje pasti pri reSevanju geometrijskih nalog.

Zgled 3. Na sliki desno velja ¥ ABC = 37°, XCDE = 54° in AB || DE. D<——F
Koliko meri kot ¥ BCD? \
Resitev. Bliznjica je na dlani: na sliki izmerimo, da je $ BCD = 91°. Ali /‘C

je to resitev naloge?” Seveda ni, saj je Se tako natan¢no narisana slika zgol]
priblizna. Kot < BC'D je potrebno izracunati!
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V resitvi te naloge se skriva eden najpogostejsih prijemov pri reSevanju D Y
geometrijskih nalog: nekaj je potrebno dorisati. V tem primeru bomo 54°
potegnili pravokotnico skozi tocko C' ter oznagéili tocke X in Y kot kaze

skica. V pravokotnem trikotniku X BC' velja ¢ BCX = 180°— 4 CX B — |

XX BC = 180° —90° —37° = 53°. V pravokotnem trikotniku C DY velja c

IYCD = 180° — 4 DYC — ¥CDY = 180° — 90° — 54° = 36°. Ker B 70
je kot ¥ XCY iztegnjeni, velja < BCD = 180° — 4 BCX — <YCD = X
180° — 53° — 36° = 91°.

Opomba. Nalogo lahko resimo Se na vsaj dva na¢ina: Namesto premice XY ozna¢imo z X
tocko, kjer premica skozi D in C' seka AB, in opazujemo kote v trikotniku BXC' ali pa ozna¢imo
z Y tocko, kjer premica skozi B in C seka DFE, in opazujemo kote v trikotniku CY D. Zapisi
oba dokazal

A

Pravimo, da je trikotnik enakokrak, ¢e sta dve njegovi stranici enako dolgi. Enako dolgi stra-
nici imenujemo kraka, tretjo stranico pa osnovnica enakokrakega trikotnika. Oglisce trikotnika
nasproti osnovnice imenujemo wvrh trikotnika. Trikotnik je enakostranicen, ¢e so vse njegove
stranice enako dolge.

Izrek 3. Kota ob osnovnici enakokrakega trikotnika sta enaka. |

Zgled 4. V enakokrakem trikotniku ABC z osnovnico AB je < ACB = 40°. Na stranici AC
lezi taka tocka D, da je ABD enakokrak trikotnik z vrhom B. Izracunaj kota < BAD in < CBD.

Resitev. Kot < BAD je kot ob osnovnici AB enakokrakega trikotnika A

ABC' s kotom 40° pri vrhu C, zato je $ BAD = ¥ BAC = 1(180° — D
JACB) = 1(180° — 40°) = 70°. Torej meri 70° tudi drugi kot ob \
osnovnici AD enakokrakega trikotnika ABD. Sledi < DBA = 180° — C
2-70° = 40°. Nazadnje izracunamo <CBD = SCBA — 4DBA =
70° — 40° = 30°. ,
B
Na tekmovanju Kenguru smo lani zasledili naslednjo nalogo. D C
Zgled 5. Lik ABCD je kvadrat. Koliko meri kot $COM, ¢e je YOND = 60°? i ’
(A) 10° (B) 15° (C) 20° (D) 30° (E) 35° N M
A B

Resitev. Ker je JOND = 60°, je ¥ ANO = 120°. Daljica AC' je diagonala kvadrata, zato je
JOAN = 45° in L AON = 180° — J ANO — SOAN = 180° — 120° — 45° = 15°. Kota X AON
in $COM sta sovrina, zato je $COM = 15°.

Nalogi

1. Dolo¢i neznani kot z.

p
85° 48° P
Pl q
plla
xZ
a) q b) q

2. Na stranici AB trikotnika ABC' lezi taksna tocka D, da je ADC enakokrak trikotnik s kotom
44° ob vrhu A. Koliko meri 4 ABC, ¢e je DBC enakokrak trikotnik z vrhom D?
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Koti v krogu

Naj bo O poljubna to¢ka v ravnini R. Kroznica K je mnozica to¢k v ravnini R, ki so enako
oddaljene od izbrane tocke O. Tocko O imenujemo sredisce kroznice K. Krozni lok je del kroznice,
na kroznici. Polmer kroznice je vsaka daljica, ki ime eno krajis¢e v sredis¢u kroznice, drugo pa
na kroznici. Premer kroznice je vsaka tetiva kroznice, ki poteka skozi njeno sredisce. Obodni
kot nad lokom je kot z vrhom na kroznici, ki ne lezi na danem loku, in krakoma, ki vsebujeta

Oglejmo si gornje pojme na primeru. Na sliki je narisana

17

C
kroznica K s sredis¢em v tocki O. Daljice OA, OB, OC K
(ni narisana) in OD so polmeri kroznice K, daljica BD pa
je njen premer. Tocki A in B sta krajisci daljice AB, ki
je hkrati tetiva kroznice K. Tocke A, F, B in C razdelijo D
kroznico na nekaj kroznih lokov; na sliki je debelo oznacen
krozni lok AB. Nad tem kroznim lokom sta oznacena 9
obodni kot < ACB in srediséni kot < AOB. Na sliki je
oznacen tudi kot ¢ BE'A nad tetivo AB. Ker lezi tocka A B

FE na loku ZE, ta kot ni kot nad lokom AB.

PowmnNI. Vrh obodnega kota nad tetivo lahko lezi na enem

ali drugem bregu nosilke tetive - torej premice, na kateri B
lezi ta tetiva. Vrh obodnega kota nad lokom pa ne sme

lezati na tem loku.

Opomba. Z oznako AB smo oznaéili lok kroznice K BA

med tockama A in B. Ker razli¢ni tocki A in B razdelita

kroznico K na dva krozna loka, z AB pogosto oznacimo m Q m

pozitivno orientiran lok med tockama A in B. Bralca pa . . AN__“RB
orientacija loka —

velja opozoriti, da je kljub temu dogovoru pri uporabi sim- AB
bola AB dobro vedno eksplicitno pojasniti, katerega izmed dveh lokov med tockama A in B smo
imeli v mislih.

Najpomembnejsa lastnost obodnih kotov je:

Izrek 4. (Izrek o obodnih kotih) Vsi obodni koti nad istim lokom so enaki. |

Pri tej formulaciji izreka smo se izognili zapletu z lego vrha kota, ki nastane, ¢e namesto obodnih
kotov nad danim lokom opazujemo obodne kote nad dano tetivo. Ce torej opazujemo obodne
kote nad dano tetivo, moramo zapisati

Izrek 5. Vsi obodni koti nad dano tetivo, katerih vrhovi leZijo na istem bregu te tetive, so
enaki. Obodna kota nad dano tetivo, katerih vrhova leZita na razlicnih bregovih te tetive, sta
suplementarna. |

Opomba. Kota sta suplementarna, ¢e je njuna vsota iztegnjeni kot — torej kot, ki meri 180°
oziroma m radianov.

Srediscni in obodni kot nad istim lokom sta med seboj povezana, saj velja:

Izrek 6. Srediséni kot nad lokom je enak dvakratniku obodnega kota nad tem lokom. |
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zapiSemo:

Izrek 7. (Talesov izrek o obodnem kotu) Obodni kot nad premerom kroznice je pravi. M

Zgoraj navedeni izreki o obodnih in srediS¢nih kotih so najpomembnejsi izreki o kotih v krogu.
Poglejmo si, kako jih uporabljamo.

Zgled 6. Na kroznici s srediscem v O lezZijo tocke A, B in C. Tocki O in C leZita na istem
bregu premice AB. Koliko meri kot < ACB, c¢e je < BAO = 35°7¢

Q

Resitev. Narisimo skico ter na njej ozna¢imo znani kot ¢ BAO
in iskani kot ¥ ACB. Trikotnik ABO je enakokrak s kotom 35° K
ob osnovnici AB. Torej je

JAOB = 180° — Y BAO — YOBA = 180° — 2 - 35° = 110°.

Srediséni kot nad tetivo AB tako meri 110°. Ker lezita tocki O in A &

C na istem bregu premice AB, meri obodni kot 4 AC'B polovico

sredis¢nega kota < AOB. Sledi ¥ ACB = 1 Y AOB = 55°.

RazmisLl sAM: Ce lezita tocki O in C na razlicnih bregovih B
premice AB, je < ACB = 125°. Zakaj?

Zgled 7. Naj bodo A, B, C in D take zaporedne tocke na kroznici, da velja XCAD = 30° in
I CBA =80°. Koliko meri kot Y DCA?

Resitev. Narisimo skico in na njej ozna¢imo znana kota ¥ CAD
in ¥ C'BA ter iskani kot ¢ DC'A. (Da bi lahko te kote oznacili, je
bilo potrebno narisati daljice AB, AC, AD, BC' in CD.) Kako bi
sedaj izracunali kot ¢ DC'A? Ce narisemo se daljico BD, vidimo,
da sta ¢ DCA in ¥ DBA obodna kota nad isto tetivo. (Tu je
bilo pomembno, da lezita tocki B in C na istem bregu premice
AD.) Torej je < DCA = ¥ DBA. Podobno sklepamo, da je tudi
JCAD = $CBD = 30°. Torej je

YDCA=4DBA=<4CBA— ¥CBD = 80° — 30° = 50°.

Ponovimo klju¢ne korake v reSevanju gornje naloge:

1. NariSemo skico in na njej oznac¢imo vse podatke.

2. Na skico nariSemo dodatno daljico.
TO JE ZELO ZNACILEN KORAK PRI RESEVANJU GEOMETRIJSKIH NALOG: NA SKICO JE

novo daljico, narisi novo kroznico, oznaci kaksno tocko, ki je Se brez oznake, ...

3. Izracunamo kote s pomocjo izreka o obodnih kotih. Ker obi¢ajno opazujemo obodne kote
nad tetivo, je potrebno Se posebej paziti, da vrhovi res lezijo na istem bregu te tetive.
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Koncikliénost

Tockam, ki lezijo na isti kroznici, pravimo, da so konciklicne. Pravimo, da je Stirikotnik ABC D
tetiven, ¢e so njegova ogliséa koncikli¢ne tocke. Povedano drugace, stirikotnik je tetiven, ce vsa
njegova oglisca lezijo na neki kroznici.

v notranjosti stranic. Lik na desni torej ni Stirikotnik. (Ce povezemo tocke med
seboj drugace, pa seveda dobimo §tirikotnik. Tocke A, B, C'in D nam tako dolo¢ajo
stirikotnik ACBD.) A

Poudariti velja, da med stirikotnike ne Stejemo like, pri katerih se stranice sekajo N
C
Izrek 8. Stirikotnik ABCD je tetiven natanko tedaj, ko je X BCA = ¥ BDA. |
Opomba. Pri tem izreku je bistvenega pomena podatek, da imamo D - C
Stirikotnik ABCD. Namesto tega bi lahko tudi zahtevali, da lezita tocki ' -
C in D na istem bregu premice AB ali pa, da lezita tocki B in D na razliécnih '
bregovih premice AC. Prav tako tudi ne zadosc¢a reci, da iz konciklicnosti :
A

tock A, B, C'in D sledi, da je ¢ BCA = < BDA. Tu moramo vedeti, da so
tocke A, B, C'in D zaporedne toc¢ke na kroznici.

Zgled 8. Naj bodo A, B, C in D zaporedne tocke na kroZnici. Na premici AB izberemo tako
tocko E, da leZi tocka B med tockama A in E. Koliko meri kot EBC, ¢e je < ADC = 72°%

ResSitev. Narisimo skico. Ker lezita tocki B in D na razliénih

D
bregovih premice AC, obodna kota <CBA in $ ADC nad tetivo
AC nista enaka, ampak sta suplementarna. Torej je o
YCBA+ ¥ ADC = 180°. (1)
Ker lezijo tocke A, B in F na isti premici, je kot < FBA iztegnjeni.
A B |

Sledi E

SEBC + $CBA =<4FEBA = 180°. (2)
Iz enacb (1) in (2) tako sledi, da je ¢ EBC = 4 ADC = 72°.

Na tekmovanju Kenguru smo lani zasledili nalogo

Zgled 9. Naj bo ABC' enakostraniéni trikotnik, tocka B pa razpolovisce C
daljice AD. V isti ravnini narisemo tocko E tako, da veljo |DE| = |AB],
razdalja med C' in E pa je najvecja mozna. Koliko meri kot BED?

(A) 45° (B) 30° (C) 20° (D) 15° (E) 10° A B D
Opomba. Oznaka |AB| = |BC| pomeni, da sta daljici AB in BC enako dolgi.

Resitev. Ker je |AB| = |BD|, lezi tocka E na kroznici s srediséem v D

in polmerom BD. Da pa bo razdalja med C in E najvecja, lezi tocka E

na premici, ki gre skozi tocki C' in D. Trikotnik ABC je enakostranicen, /
zato je Y ABC = 60° in ¥ DBC = 120°. Sledi, da je < BDC = 30°, saj A B

je trikotnik BDC' enakokrak s krakoma BD in BC. Upostevamo Se, da E
je X BDC srediséni kot, ¢ BEC pa obodni kot nad istim lokom, zato je

X BED = 15°.

C

D

Zgled 10. V stirikotniku ABCD wvelja ¥ ADC = 110°, $ BAC = 55° in |AB| = |BC|. Dokazi,
da premica BD razpolavija kot ADC.
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Resitev. Narisimo skico. Trikotnik ABC je (do velikosti) natanéno
dolocen, saj je enakokrak (zaradi |AB| = |BC]) in poznamo kot ob
njegovi osnovnici. Lega tocke D pa ni povsem natanc¢no dolocena.
Vemo le, da je $ ADC = 110°.

Kot smo ze zapisali, je trikotnik ABC' enakokrak. Torej je $CBA =
180°—2- ¢ BAC = 180° —2-55° = 70°. Na tem mestu opazimo, da
sta kota ¢ CBA in ¥ ADC suplementarna (torej $ CBA+< ADC =
110° 4 70° = 180°). Ker lezita tocki B in D na razliénih bregovih
premice AC, je zato ABCD tetivni §tirikotnik. Sedaj pa upostevamo, da lezita tocki A in D na
istem bregu premice BC, zato je SCDB = <CAB = 55°. Sledi Y ADB = $ ADC -4 BDC =
110° — 55° = 55°. Torej premica BD res razpolavlja kot ADC.

Opomba. Ker lega tocke D ni natancno dolo¢ena, narisemo neko tocko D, ki zadosca pogojem
naloge. Ceprav lega tocke D ni dolocena, pa si naloge ne smemo poenostaviti tako, da kote
v trikotniku ADC' vnaprej izberemo (npr. predpostavimo, da je trikotnik ADC' enakokrak z
vrhom pri D) in nalogo resimo za ta poseben primer. Nalogo je potrebno resiti v splosnem,
reSitev sama pa mora biti taka, da velja tudi za poseben primer.

POMNI. Z besedo “opazimo“ se moramo pri resSitvah geometrijskih nalog sprijazniti. Na zacetku
vedno nariSemo skico, potem pa moramo prej ali slej nekaj opaziti. In pravo stvar lahko hitro
opazimo le z mnogo vaje.

Nalogi

3. Naj bo ABCD tak tetivni Stirikotnik, v katerem daljica AC razpolavlja kota < BAD in
I BCD. Dokazi, da je AC premer temu Stirikotniku o¢rtane kroznice.

4. Ozna¢imo s K tetivnemu Stirikotniku ABCD oértano kroznico. Simetrali kotov ¥ ABC' in
L CDA sekata kroznico K ponovno v tockah B’ in D’. Dokazi, da lezi sredis¢e kroznice K
na daljici B'D’.
Tangente in sekante

V ravnini lezita premica p in kroznica K. Ce premica p seka kroznico

v dveh (razli¢nih) tockah, pravimo, da je p sekanta kroznice K. Ce A
premica p seka kroznico v eni tocki, pravimo, da je p tangenta kroznice p1
IC. Presecni tocki recemo tudi dotikalisce premice p s kroznico K. Na P2
sliki desno sta premici p; in p4 tangenti na kroznico KC, premici po in ps3 K
pa sekanti kroznice K. DotikaliS¢e premice p; s kroznico K je na sliki 3
oznaceno z A. P4
Izrek 9. Kot med tangento in polmerom iz dotikalis¢a tangente je pravi. |

Naj bo A tocka izven kroga, ki ga omejuje kroznica K. Potem lahko

iz tocke A potegnemo dve razli¢ni tangenti na kroznico K. Dotikalis¢i 1
tangent ozna¢imo z By in Bg. Daljico AB; (oziroma ABj) imenujemo A
tangentni odsek tangente t; (oziroma t3) iz tocke A.

Izrek 10. Tangentna odseka iz iste tocke sta enako dolga.

Dokaz. Trikotnika AOB; in AOB- sta skladna, saj sta pravokotna s pravima kotoma pri B
oziroma B in se ujemata v dveh stranicah: |OB;| = |OBs| in skupna stranica AO. Torej je
tudi ‘ABl‘ = ’ABQ‘ |
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Izrek 11. Kot med tetivo in tangento, ki se dotika dane kroznice v krajiséu tetive, je enak
neprileznemu obodnemu kotu nad to tetivo.

Opomba. Na obeh slikah je narisana tetiva AB in tangenta t, ki se kroznice K dotika v tocki
A. V izreku je lahko opazovani kot med tetivo in tangento tudi topi, kar prikazuje desna skica.

D ,
A t A t

Dokaz. Dokaz bomo napravili le za primer ostrega kota med tetivo in tangento. Dokaza
primerov, ko je kot med tetivo in tangento topi ali pravi, prepustimo bralcu.

Oznacimo s ¢ kot med tetivo AB in tangento t. Potem je < BAO = 90° —¢. Ker je trikotnik
ABO enakokrak s kotom < BAO = 90° — ¢ ob osnovnici AB, je kot ob vrhu enak

YAOB = 180° — 2 - (90° — ) = 2.
Torej je obodni kot ¢ AC'B res enak . [ |

Zgled 11. Na kroznici K lezijo take tocke A, C in D, da je < CAD = 76° in < DCA = 63°.
Tangenti na kroznico KC v tockah A in C se sekata v toc¢ki B. Koliko merijo koti < ADC, < CAB,
JACB in $ABC?

K.

Resitev. Narisimo skico. V trikotniku AC'D poznamo velikosti
dveh kotov, zato je < ADC = 180° — SCAD — < DCA = 180° —
76° — 63° = 41°. Po izreku o kotu med tetivo in tangento sledi, da
je YACB = Y ADC = 41°. Torej je tudi < BAC = 41°. Nazadnje

izra¢unamo

D~
JOBA=180° — ¥ BAC — Y ACB = 180° — 2 - 41° = 98°.

Zgled 12. Tangenti na kroznico K v razlicnih tockah Q in R se sekata v tocki P. Izberimo
poljubno tocko A na daljici PQ in oznacimo s K' ocrtano kroznico trikotnika PAR. Oznacimo
drugo presecisée kroznic K in K' z B, premica AR pa naj seka kroznico K v tocki C. Dokazi,
da je S PAR = ¥ ABC.

Resitev. Ker je kot med tetivo RC' in tangento
PR kroznice K enak neprileznemu kotu nad to
tetivo, je XCBR = < CRP. Ker lezijo tocke A,
C in R na isti premici, velja ¥CRP = Y ARP.
Zaradi koncikli¢nosti tock P, A, B in R velja
YARP = YABP. Torej je ¥CBR = < ABP.
Ker je ¢ ABC = $ABP + <PBC in < PBR =
X PBC+ 4 CBR, sledi od tod < ABC = < PBR.
Nazadnje zaradi koncikli¢nosti tock P, A, B in R
sklepamo, da je ¥ PAR = 4 PBR, kar nam da
zeleno enakost ¢ ABC = ¢ PAR.
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Naloge

5. Kroznici K1 in Ky naj se sekata v razlicnih tockah A in B. Premica skozi A seka kroznico
K1 ponovno v tocki C, C' # B, kroznico Ko pa seka ponovno v tocki D, D # B. Tangenta
na kroznico K1 v tocki C' in tangenta na kroznico Ko v tocki D se sekata v tocki E. Dokazi,
da so tocke B, C', D in FE koncikli¢ne.

6. Kroznici Iy in Ko naj se sekata v razliénih tockah A in B. Na kroznici K7 izberemo poljubno
od tock A in B razli¢no tocko C. Premici C'A in CB sekata kroznico Ko ponovno v tockah
A’ in B’. Dokazi, da je premica A’B’ vzporedna tangenti na kroznico K; v tocki C.

7. Simetrala kota ¢t BAC' pravokotnega trikotnika ABC' s hipotenuzo AB seka njemu o¢rtano
kroznico I ponovno v tocki D. Dokazi, da je tangenta na kroznico K v toc¢ki D vzporedna
premici BC.
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Resitve nalog iz prejsnje stevilke
K resitvi naloge obicajno vodi ve¢ poti in vse matemati¢no veljavne resSitve so pravilne. V
resitvah je izbrana tista pot, ki se najbolj ujema s prispevkom, v katerem je bila dolo¢ena
naloga zastavljena. Ce se tvoja resitev od uradne resitve bistveno razlikuje, se o resitvi pogovori
s tvojim uciteljem matematike.
Polinomine
V preglednici sta prikazana najmanjsi in T """ SRR AR AR R P ;
najvecji mozen obseg nekaterih polino- 14 | R SRR S SR SR O
mln 12 I ................. P ,,,,,, On e i e} Omax

polinomina | Omin  Omax &L 10 [ O % %

monomina 4 4 :.; 8 l ............... b x ................. X Omin

domina 6 6 6 l ........... B oo

R K 4 ..... O

trinomina | 8 8 o A S S B B

tetromina 8 10 [ : : : : : :

pentomina 10 12 0 1 2 3 4 5 6

heksomina 10 14 Stevilo kvadratov, ki sestavljajo polinomino
Naloge

1. Verjetno se je marsikdo kar nekaj ¢asa ukvarjal s prekrivanjem tega lika, a mu ni uspelo.

Domneval je, da resitve ni. Ali je s tem naloga resena? Seveda ne. Ce lika ne uspemo
prekriti, Se ne pomeni, da tega ni bi mogel narediti nekdo drug, bolj spreten ali bolj vztrajen.

Za dokaz, da lika ni mozno prekriti na predpisan nacin, tudi ni dovolj na lik narisati nekaj
trinomin in re¢i, da se ostanka lika ne da prekriti. S tem pokazemo le, da se lika ne da
prekriti, ¢e prvih nekaj trinomin polozimo na ravno doloc¢en nacin. Kaj pa, ¢e jih polozimo
drugace?

Za dokaz, da se lika ne da prekriti na predpisan nacin, je potrebno ubrati povsem drugac¢no
pot. Obicajno si pri tovrstnih nalogah pomagamo z barvanjem.

Obarvajmo lik s tremi barvami, kot kaze slika. Kakor koli polozimo trino-

mino na lik, bo vedno pokril po eno polje vsake barve. Ce sedaj
v liku prestejemo kvadratke vsake barve, vidimo, da Stevila niso enaka.
Zato lika ni mogoce brez prekrivanja in vrzeli prekriti s trinominami.

(a)
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B

T

(c) Kvadrat 5 x 5 sestavlja 25 enotskih kvadratov. Tetromine T in Z so sestavljene iz po
4 enotskih kvadratov, stevilo 25 pa ni deljivo s 4.

3. Obstaja 12 razli¢nih pentomin:

zasucemo.

Imenovane so po ¢rkah angleske abecede, na katere spominjajo,

4. V skatle brez pokrova lahko preoblikujemo pentomine X, T, W, F, Z, N, Y in L:

5. (a) Za sestavljanje pravokotnika 5 x 2 porabimo 2 P-pentomini:

(b)

(c) Nimogoce. Vsaka P-pentomina vsebuje kvadrat 2 x 2.
Vendar po dolzini in po Sirini lahko polozimo le po
dve P-pentomini, skupaj torej 4 in pete P-pentomine

ni mogoce poloziti.

desni, tega lahko sestavimo.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 2

Vsaka P-pentomina je sestavljena iz 5 enotskih kva-
dratov. Zato mora biti kvadrat takih razseznosti, da
bo njegova plos¢ina veckratnik stevila 5. Kvadrata
5 x 5, kot sledi iz tocke (c), ni mogoce sestaviti, na-
slednji mozni kvadrat pa je 10 x 10. Kot kaze slika na

¢e jih (po potrebi) malo
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=
F

6. Vse heksomine so:

e
g B
o

uB arf
oo af
.|-

T

TemnejSe predstavljajo mreze kocke.
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Nelinearne diofantske enacbe

1. Na levi strani enacbe 2z — zy = 7 izpostavimo z: (2 —y) =7. Kerje 7=1-7=7-1=
(=1)-(=7) = (=7) - (—1), imamo §tiri moznosti:

r=1, 2—y=7=y= -5, r="7 2—y=1=>y=1,
r=-1, 2—y=—-T=y=09, r=-7 2—y=—-1=y=23.

Resitve so (z,y) € {(1,-5), (7,1), (-1,9), (-7,3)} .

2. Oznac¢imo naravni Stevili z a in b. Tedaj je a-b = 3(a + b). Enacbo preoblikujmo v
a(b—3) —3b = 0 in na obeh straneh pristejmo 9, da lahko zapisemo a(b—3) —3(b—3) =9
oziroma (a — 3)(b—3) = 9. Ker i8¢emo naravni stevili, je a —3 > —2in b—3 > —2. Torej je
dovolj, ¢e razcepimo 9=1-9=9-1=3- 3, pri ¢emer lahko 9 - 1 izpustimo, ¢e privzamemo
a < b. Tako imamo:

a—3=1,b-3=9=a=4, b= 12, a—3=3b-3=3=a=6, b=6.

Dva para naravnih stevil sta taka, da je njun zmnozek trikrat ve¢ji od njune vsote, to sta
para 4 in 12 ter 6 in 6.

3. Podobno kot pri prejsnji nalogi pridemo do ena¢be a - b = 10(a + b), ki jo preoblikujemo in
uredimo v (a —10)(b— 10) = 100. Ker is¢emo naravni stevili, je a—10 > —9in b— 10 > —9.
Privzamemo lahko, da je a < b, zato je dovolj, ¢e pisSemo 100 =1-100 =2-50 =4-25 =
5-20 =10-10 in obdelamo vse moznosti:

a—10=1, b—10=100 = a = 11, b = 110,
a—10=2, b—10=50 = a =12, b = 60,
a—10=4, b—10=25=a = 14, b = 35,
a—10=5, b—10=20 = a = 15, b = 30,
a—10=10, b— 10 =10 = a = 20, b = 20.

Poleg para stevil (12,60), za kateri velja, da je njun zmnozek desetkrat vecji od njune vsote,
imamo Se §tiri pare s to lastnostjo: (11,110), (14,35), (15,30) in (20, 20).

4. Ce levo stran enacbe 22 — y? = 2002 razstavimo, dobimo (z — y)(x + ) = 2002. Stevili
xr —y in x + y sta enake parnosti, saj je njuna razlika sodo Stevilo. Ker je njun zmnozek
sodo §tevilo, bi morali biti obe Stevili sodi. To pa ne gre, saj je v razcepu Stevila 2002 le
ena dvojka: 2002 = 2-7-11-13. Kakorkoli zapiSemo stevilo 2002 kot zmnozek dveh celih
Stevil, je vedno eno sodo in eno liho. Enac¢ba torej nima celostevilskih resitev.

5. Najprej pisemo z%y? — 3y? — 22 = 0, od koder sklepamo, da bi se dala leva stran zapisati v
obliki zmnozka (22 — 3)(y? — 1), ¢e bi ji pristeli stevilo 3. Tako imamo (2% — 3)(y? — 1) = 3.
Kerje3=1-3=3-1=(-1)-(-3) = (—3) - (—1), imamo $tiri moznosti:

?-3=1, 9" -1=3=2>=4, y* =4

22 -3=3, 9y’ —1=1=22=6, y?> =2, kar v celih §tevilih ni mozno;

22 —-3=-1, 2 —1=-3=2%2=2, y> = -2, kar v celih tevilih ni mozno;
2 -3=-3,y - 1=-1=22=0, y*=0.

Prva moznost nam da pare resitev (2, 2), (2, —2), (—2,2) in (—2, —2), zadnja pa Se par (0, 0).
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6. Levo stran enacbe preoblikujmo: 22 —zy —2y? = 224+ 2y — 22y — 2y = z(z +y) — 2y(z +y),
tako da lahko zapisemo (x + y)(z — 2y) = 18. Za vsak celostevilski razcep 18 = a - b bomo
reSevali sistem dveh enacbh

r+y = a
x—2y = b

Z odstevanjem po stolpcih bomo dobili 3y = a — b, zato bomo izmed vseh razcepov Stevila
18 izbrali le tiste, pri katerih je razlika faktorjev deljiva s 3. Toso 36, 6-3, (—=3) - (—6) in
(—6) - (—3). Imamo torej

z+y=3 r+y=06 T+y=-3 x+y=—06
r—2y==6 r—2y=3 r—2y=—6 r—2y=-3
3y =—-3 3y=3 3y=3 3y =—-3
y=-1 y=1 y=1 y=-1
r=4 r=25 r=—4 r=-5

Enacbo resijo stirje pari celih Stevil, in sicer (z,y) € {(4,-1), (5,1), (—4,1), (=5,—1)}.

7. Naj ima pravokoten trikotnik hipotenzo c ter kateti a in b in naj bo kateta a dolga 55. Tedaj
je ¢ — b% = 552 oziroma (¢ — b)(c + b) = 552. Podobno kot pri prejsnji nalogi bomo resevali
sistem enacb

c—b =
c+b = n.

kjer sta m in n faktorja v razcepu 552 = m - n. Ce enacbi po stolpcih sestejemo, dobimo
2c¢ = m + n. Istemo trikotnik z najkrajSo hipotenuzo, zato bomo izbrali tisti razcep, pri
katerem je vsota faktorjev najmanjsa. Iz 552 = 5-5-11-11 vidimo, da bo vsota najmanjsa, ko
bomo izbrali 552 = 25121 (zaradi ¢ — b < ¢+ b ne moremo izbrati enakih faktorjev). Tedaj
je 2c = 146 oziroma c = 73 in b = 48. Iskani pravokotni trikotnik ima kateti z dolzinama 55
in 48 ter hipotenuzo dolzine 73.

8. Ker z in y ne moreta biti 0, bomo dano ena¢bo pomnozili s 3xy. Tako pridemo do 3x+3y =

zy, od koder izrazimo y = % =3+ %. Z deljenjem z x — 3 nismo izgubili nobene

resitve, saj & — 3 ne more biti enak ni¢. Ce bi bilo z — 3 = 0, to je z = 3, bi namreé¢ imeli
9 + 3y = 3y, kar ni mogoce. Sedaj se osredoto¢imo na ulomek %. Njegova vrednost je
celo stevilo, ¢e je x — 3 enak 1, 3, 9, —1, —3 ali —9. Po vrsti pridemo do parov reSitev
(z,y) € {(4,12), (6,6), (12,4), (2,—-6), (—6,2)} (z — 3 ne more biti enak —3, saj bi v tem
primeru imeli = 0, kar pa smo izvzeli Ze na zacetku).

Opomba. Enacbo 3z + 3y = zy lahko resimo tudi tako, da jo zapisemo v obliki (x — 3)(y —

3)=09.

9. Besedilo naloge spremenimo v enac¢bo: Ce sta Stevki iskanega Stevila @ in b, imamo 10a+b =
2ab. Odtod izrazimo b = 220_“1 =5+ % (tu smo brez skrbi delili z 2a — 1, saj 2a — 1 # 0;
bralec naj sam premisli, zakaj). Do resitve pridemo, e izberemo 2a — 1 =1 ali 2a — 1 =5,
saj je a od 0 razli¢cna Stevka v dvomestnem Stevilu. Prva moznost ne prinese resitve: ce je
a =1, je b= 10, ki ni §tevka. Druga moznost nam da edino resitev, to je dvomestno §tevilo
36.

Opomba. Enacbo 10a + b = 2ab lahko resimo tudi tako, da jo zapisemo v obliki (2a —

1)(b—5) = 5.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Naj bosta x in y starosti Majinih bratov. Potem velja xy + x +y = 34. Odtod izrazimo
Yy = 3;:11 = x3_4§1 — 1 (pri deljenju z = 4+ 1 nismo izgubili nobene resitve, saj je x starost in ne
more biti negativno stevilo). Da bi dobili celostevilsko vrednost ulomka, mora x 4+ 1 imeti
vrednost 1, 5, 7 ali 35. Toda ne 1 ne 35 ne prideta v upostev, ker bi dobili po eno starost
enako 0. Dovolj je izbrati z + 1 = 5, ko dobimo starosti 4 in 6. Ce vzamemo z + 1 = 7,
pridemo do istih starosti. Majina brata sta stara 4 in 6 let.

Opomba. Enacbo zy + x + y = 34 lahko resimo tudi tako, da jo zapiSemo v obliki

(z+1)(y+1) = 35.

Najprej zapisemo, kar pove besedilo naloge: n = 5k +4 in n? = 251 4 21. Kvadrirajmo prvo
enakost: n? = 25k? 4 40k + 16. Ce izenacimo izraza za n? in dobljeno enacbo preuredimo,
pridemo do 5k? 4+ 8k — 1 = 5 oziroma [ = k% + &5_1. Ker iS¢emo najmanjse naravno Stevilo
n, izberemo najmanjsi k, da bo imel ulomek %T_l celo vrednost, to je k = 2. NajmanjsSe
naravno Stevilo z dano lastnostjo je 14.

Naj bosta stevki, ki nastopata v Stirimestnem Stevilu, enaki a in b. Tedaj je 1000a +
100a + 10b + b = n?, kjer je n naravno stevilo. Enacbo preuredimo v 1100a + 11b = n?,
od tod pa sklepamo, da je n? in zato tudi n deljiv z 11. PiSemo torej n = 11m in dobimo
1100a + 11b = 121m? oziroma 100a + b = 11m?, odtod pa m? = 9a + a1_-|1b‘ Ker stevka a ne
more biti enaka 0, vsota a + b pa je lahko najve¢ 18, je edina mozna celostevilska vrednost
ulomka, a1—+1b enaka 1. Zato izbiramo vrednosti stevk a in b tako, da bo njuna vsota 11.
Seveda mora biti 9a + 1 = m? res popolni kvadrat, zato je a lahko le 7. Tedaj je b = 4 in

edina resitev je 7744 (= 882).

Enacbo preoblikujemo v 22 4 (y — 4)? = 1. Vsota kvadratov celih stevil je enaka 1 le, ¢e
je en sestevanec enak 1 in drugi 0. Ce je 22 =1 (torej x = 1 ali z = —1), je (y —4)2 =0
(torej y = 4). Ce pa je 22 = 0 (torej z = 0), je (y — 4)> = 1 (torej y — 4 = 1 ali
y—4 = —1, od tod pay = 5 ali y = 3). Vsi pari celih §tevil, ki resijo dano enac¢bo, so
(x,y) S {(174)7 (_174)’ (075)7 (07 3)}

Ena¢bo zapisimo drugace: (a+2)%+ (b—3)? = 2. Vsota kvadratov celih §tevil je enaka 2 le,
Ce sta oba seStevanca enaka 1 (primer 0 + 2 odpade, saj 2 ni kvadrat celega Stevila). Tako
jea+2=1lalia+2=—-1(odtoda=—-lalia=-3)inb—3=1alib—3=—1 (od tod
b =4 ali b = 2). Dano enacbo resijo pari (a,b) € {(—1,4), (-1,2), (-3,4), (=3,2)}.

Pokazali bomo, da enac¢ba nima celostevilskih resitev. Dovolj je, ¢e se omejimo na nenega-
tivna cela §tevila x, y in z, brez skode pa lahko predpostavimo tudi ¢ < y < 2. ZapiSimo:
7T=04+04+7=0+14+6=04+245=043+4=14+145=14+244=14+34+3=2+2+43.
Vidimo, da je v vsaki vsoti vsaj eno Stevilo, ki ni popolni kvadrat celega Stevila, torej enacba
res nima celostevilskih resitev.

Kot smo premislili v resitvah zgledov 13 in 14, se kvadrat naravnega stevila lahko konca le
z eno izmed Stevk 0, 1, 4, 5, 6 in 9, Cetrta potenca pa z eno izmed Stevk 0, 1, 5 in 6. Vsota
dveh c¢etrtih potenc se torej lahko konca s stevkami 0, 1, 2, 5, 6 ali 7. Dana enacba nima
celostevilskih resitev.

Ocitno moramo resitev iskati med nenegativnimi celimi Stevili, pri ¢emer mora biti vsaj eno
izmed x ali y pozitivno. Prvi se§tevanec se konca s stevko 1 (¢e je x = 0) ali 5, drugi pa s
stevko 1 (¢e je y = 0) ali 6. Njuna vsota se nikoli ne koné¢a s stevko 2, razen ko sta x in y
hkrati 0 (tedaj je 5° + 6° = 2). Dana enac¢ba torej nima celostevilske resitve.

Podobno kot pri prejsnji nalogi moramo resitev iskati med nenegativnimi celimi Stevili, pri
¢emer mora biti vsaj eno izmed x ali y pozitivno. Prvi seStevanec se konca s Stevko 1, 3,
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7 ali 9, drugi pa s Stevko 1 (¢e je y = 0), 4 ali 6. Njuna vsota se lahko konca s stevko
1; vzeti moramo x oblike 4k + 3 (tedaj se 3” konca s stevko 7), y pa oblike 2] + 1 (tedaj
se 4Y konéa s Stevko 4). Ce z zepnim racunalom izraéunamo nekaj potenc Stevil 3 in 4,
ugotovimo, da dana enac¢ba nima celostevilske resitve. (Resnici na ljubo se nam je pri tej
nalogi izmuznila nerodnost — naloga je precej lepsa, ¢e namesto Stevila 4003002001 postavimo
Stevilo 9008007006.)
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Trikotnik in kroznica

1. Najprej skrbno narisemo dovolj veliko skico. Ker bo na skici kar 17 kroznic, ne bo odve¢
uporaba razlicnih barv. Seveda pa je treba tudi oznake izbrati ¢imbolj simetri¢no. Tako
za trikotnik XY Z, {X,Y, X, W} = {A, B,C, D}, ozna¢imo z W' sredisce sredis¢e njemu
vértane kroznice, Wx pa sredisée njemu pri¢rtane kroznice nad stranico Y Z. Na skici tako
vidimo, kaj je sploh potrebno dokazati. Zaradi obilice tock moramo biti zelo previdni pri iz-
rekanju domnev o kolinearnosti posameznih tock, saj so lahko tocke le navidez “kolinearne”,
v splosnem pa niso.

g CB : Da
Ac De Cp Bp

Sedaj pa na tej skici pobrisemo vse kroznice razen tiste, ki je otrtana stirikotniku ABC'D.
Oznacimo razpoloviséa lokov AB, BC, CD in DA te kroznice po vrsti z E, F', G in H.

Spomnimo se, da je npr. tocka F srediS¢e kroznice, na kateri lezijo tocke A, B, Do, Cp,
C"in D'. Tocke D, C', E in Cp ter C, D', E in D¢ so kolinearne. Torej je po Talesovem
izreku DoCpD’'C’ pravokotnik, katerega sredisce je tocka E. Podobno sklepamo, da so tudi
ApDAA'D', ByAgpB'A" in CgBoC'B’ pravokotniki.

Oznacimo s K razpolovisce loka BD (nasproti tocke A). Ker tocka K lezi na simetrali kota
X BAD, so totke A, C', K in C4 kolinearne.
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Dp

Cp Da
Bo Ap
Ac

Bp

Sedaj pa se spomnimo, da je totka K sredis¢e kroznice s premerom ApAp in da na tej
kroznici lezita tudi tocki B in D. Po enakem razmisleku kot zgoraj pa je K tudi sredisce

kroznice, ki vsebuje tocke D, C’, B in C4. Po Talesovem izreku lahko tako sklepamo, da je
tudi C’ApC s Ap pravokotnik.

Ker pa je A’B’C'D’ pravokotnik, trditev od tod sledi.

2. Recimo, da taka tocka K obstaja. Ker lezi tocka L na si-
metrali kota ¥ ABC, imata trikotnika BM L in BKL dve
enako dolgi stranici (skupno stranico BL ter |ML| = |KL|)
in en kot ({LBM = S KBL), ki pa ne lezi nujno na-
sproti najdaljSe stranice. Ali sta trikotnika BML in
BKL skladna? Ne nujno, pa¢ pa lahko zagotovo tr-
dimo le, da je bodisi $ BML = < BKL ali pa <BML =
m — < BKL. V drugem primeru je stirikotnik BKLM te- .
tiven, kar nam da < ABC = %77, kar po predpostavki na- A M B
loge ni mozno. Torej je < BML = ¥ BKL in podobno se YCLM = SCKM. Sledi
SA=m1—(r—LCLM)—(n—<<BML) = SCLM+4{BML-7 = $CKM+<4BKL-7 = %.
(Iz dokaza vidimo, da sta BK LM in CLMK deltoida.)

Za dokaz v drugo smer pa privzemimo, da je X BAC = 5. Izberimo tako tocko K € BC,
da je MK | BL. Torej je |LM| = |LK|. Oznac¢imo z I presecis¢e premic BL in CM.
Stirikotnik AMIL je tetiven in zato X MLI = . Zaradi MK | BL je ¥ KML =

6
pomeni, da je K LM res enakostrani¢ni trikotnik.

3, kar
3. Prezrcalimo N ¢ez K v N’ in dokazimo, da sta trikotnika M BN in M CN’ skladna.
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o
U

Velja < MBN = 27 — < ABM — <NBA = (r — <¥ABM) + (1 — <NBA) = ¥ KDN +
IMCK = <KCN'+ S MCK = < MCN/', jasno pa je |[MC| = |MB| in |BN| = |DN| =
|C'N'|. Torej je K nozisce visine iz vrha M enakokrakega trikotnika M N N’.

. Oznacimo z E presecisce premic AM in BC. C
Ker je tocka E razpolovisée daljice HM, sta VA
EQM in EQH skladna pravokotna trikotnika.
Torej je $EMQ = S EHQ. Zaradi |AO| =
|OM| pa velja 8e S AMO = SOAM. Torej je
JQHE = $OAM in zato je AO || HQ.

Daljica AN je premer trikotniku ABC
ocrtane kroznice, zato je YAMN = § =
I HEQ); torej je EQ || MN. Ker je tocka
FE razpolovisce daljice HM , je tocka P razpo- : :
lovisée daljice HN. Torej je tocka P sredisce A - B
(pravokotnemu) trikotniku H N M oértane kroznice. Tocka P tako lezi na simetrali osnovnice
N M enakokrakega trikotnika PN M. Na tej simetrali seveda lezi tudi vrh O enakokrakega
trikotnika ON M, zato je OP 1. NM oziroma OP || AM.
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