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Prvi stevilki na pot

Dragi ucenci in dijaki, ucitelji in starsi,
pred vami je prva Stevilka e-revije Brihtnez. Namenjena je zlasti uéencem visjih razredov

osnovnih Sol in dijakom srednjih Sol, ki so se odlocili, da se bodo z matematiko posebej ukvarjali.
Prav bo prisla tudi uciteljem, saj bodo v njej nasli gradivo za dodatni pouk matematike.

Izbrane teme bodo Se posebej primerne za samostojno delo ob pripravah na matemati¢na
tekmovanja in delo v matemati¢nih krozkih. Uc¢iteljem, ki bodo za pripravo na matematic¢na
tekmovanja sledili objavljenim prispevkom, priporo¢amo, da pri dodatnem pouku ali krozku
najprej nekaj ¢asa posvetijo teoriji in skrbno preucijo resene zglede, Sele nato naj se lotijo nalog.

Nas namen je dvigniti kvaliteto znanja mladih matematikov, da bi dosegali boljse rezultate
na domacih in mednarodnih matemati¢nih tekmovanjih, zato zelimo, da se v poglabljanje znanja
vkljucijo tudi ucenci visjih razredov osnovne Sole. Doslej, ko so se v priprave na mednarodno
matematicno olimpiado vkljucevali dijaki po prvem letniku srednje Sole, je bilo sicer opaziti
napredek v njihovem matematiénem ustvarjanju, a je bilo vseeno premalo ¢asa za izgradnjo
dobrih matemati¢nih temeljev.

Ucenci in dijaki bodo torej s pomocjo elektronske revije samostojno izpopolnjevali svoje
znanje, najboljsi na drzavnih tekmovanjih pa se bodo lahko vkljuéili v eno izmed skupin, ki
se bosta udelezevali raziskovalnih dni ter zimskih in letnih Sol oziroma priprav na mednarodno
matematicno olimpiado. Prvi skupini se bodo v tem Solskem letu lahko pridruzili vsi, ki so bili
nagrajeni na 38. tekmovanju za zlato Vegovo priznanje. Drugi skupini se bodo lahko pridruzili
vsi, ki so bili nagrajeni na drzavni ravni 46. matemati¢nega tekmovanja srednjesolcev Slovenije,
in dijaki, ki jih bodo predlagali mentorji (kot je Ze bilo v navadi).

Pricakujemo, da bodo ucenci in dijaki sproti resevali ¢im ve¢ nalog ter tako poglabljali ali
utrjevali svoje znanje. Delo mladih matematikov, ki se bodo vkljucili v eno izmed omenjenih
skupin, zelimo posebej spremljati, zato naj bi v predpisanih rokih posiljali resitve nekaterih
nalog na naslov DMFA Slovenije, UredniStvo revije Brihtnez, Jadranska 19, 1000 Ljubljana. Na
strani s kazalom (vsebino) posamezne stevilke revije bo zapisano, katere naloge naj bi clani ene
oziroma druge skupine resili in odposlali, ter datum, do katerega morajo resSitve prispeti v nase
urednistvo.

Elektronska revija Brihtnez bo prosto dostopna na spletnih straneh Drustva matematikov,
fizikov in astronomov Slovenije na naslovu http://www.dmfa.si. DMFA Slovenije dovoljuje natis
elektronske revije za individualne potrebe ucencev in dijakov ob pripravah na matemati¢na
tekmovanja ali potrebe uciteljev pri delu z mladimi matematiki.

V toku enega Solskega leta nameravamo izdati Sest Stevilk; prvih 5 Stevilk naj bi izslo od
septembra do februarja, zadnja, Sesta Stevilka pa bo namenjena pocitniSkemu branju in bo
iz§la koncem Solskega leta. Posamezne Stevilke revije bodo dostopne le v elektronski obliki
(PDF datoteka), primerni za natis na liste formata A4. Sprejemali bomo narocila na vezan
letnik v knjizni obliki. Ce bo narocil dovolj, ga bomo izdali ob zakljucku vsakega Solskega leta.
Podrobnosti o narocilu in ceni vezanega letnika bomo objavili v eni od prihodnjih stevilk.

V Ljubljani, oktobra 2002

Uredniski odbor
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Vsebina

Vsebina

Polinomine (Aleksander Poto¢nik) 4
V prispevku obravnavamo like, ki jih dobimo s sestavljanjem skladnih kvadratov, in
kako lahko z njimi prekrivamo druge like.

Nelinearne diofantske enacbe (Darjo Felda) 8
V prispevku prikazemo reSevanje nekaterih tipov nelinearnih enacbh, pri katerih
is¢emo le celostevilske resitve.

Risanje skic pri geometriji (Matjaz Zeljko) 14
V prispevku seznanimo bralca z osnovnimi tehni¢nimi prijemi pri risanju skic.

Trikotnik in kroznica (Matjaz Zeljko) 17
V prispevku obravnavamo osnovne izreke o visinski tocki in znacilnih kroznicah
trikotnika. Bralca ob podrobno izdelanih resitvah opozorimo na mnoge pasti, ki jih
v sebi skrivajo geometrijske naloge.

Olimpijski koticek: MMO 2002 (Gregor Dolinar, Matjaz Zeljko) 24
V prispevku so navedene vse naloge z reSitvami z letosnje mednarodne matematicne
olimpiade.

Prispevki so razliéni po tezavnosti: tisti z zacetka revije so verjetno lazji in razumljivi tudi
ucencem vi§jih razredov osnovnih $ol, drugi zahtevajo ve¢ matemati¢nega predznanja, da bi jih
v celoti razumeli. Mlajsim nadebudnezem priporocamo, da se skozi prispevke, ki jim delajo
tezave, prebijajo pocasi. Morda najprej pocakajo, da se pri pouku ali pri krozku seznanijo
s katerim izmed pojmov ali pravil, ki so omenjeni v posameznem prispevku. Kandidati, ki
se pripravljajo za nastop na mednarodno matemati¢no olimpiado, bi se pa ze morali bolj ali
manj sami sprehoditi skozi revijo — ne naenkrat, malo naj bo pocasne hoje, nekaj teka in veliko
aktivnega pocitka s temeljitimi razmisleki.

IZI Kot smo zapisali v uvodu, se bodo najboljsi tekmovalci lahko vkljuéili v eno izmed skupin,
ki se bosta udelezevali raziskovalnih dni ter zimskih in letnih Sol oziroma priprav na mednarodno
matematicno olimpiado. Clane prve skupine (nagrajene na 38. tekmovanju za zlato Vegovo
priznanje) vabimo, da nam posljejo resitve nalog 1 in 2 iz prispevka Polinomine ter 2, 11 in 14
iz prispevka Nelinearne diofantske enacbe. Clane druge skupine pa vabimo, da nam posljejo
resitve nalog 1, 2, 3 in 4 iz prispevka Trikotnik in kroznica. Resitve (samo v pisni obliki) morajo
prispeti na naslov DMFA Slovenije, Urednistvo revije Brihtnez, Jadranska 19, 1000
Ljubljana, najkasneje do 14. 11. 2002. Resitev, prispelih po tem roku, ne bomo upostevali,
in sicer ne glede na vzrok zamude. Prav tako tudi ne bomo upostevali resitev, poslanih po
elektronski posti.
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A. Potoénik: Polinomine

Polinomine

7 imenom polinomine oznacujemo like, ki jih dobimo s sestavljanjem skladnih kvadratov tako,
da je presek dveh sosednjih kvadratov skupna stranica. Torej nobena izmed

P . m”

Glede na stevilo kvadratov, ki jih sestavljajo, delimo polinomine na monomine (sestavlja jih po
1 kvadrat), domine (2 kvadrata), trinomine (3 kvadrati), tetromine (4 kvadrati), pentomine (5
kvadratov), heksomine (6 kvadratov) itn.

ni polinomina.

Za te like so se matematiki zaceli posebej zanimati v zac¢etku druge polovice preteklega stoletja,
zlasti po letu 1957, ko se je o njih razpisal Martin Gardner v Scientific American.

Ocitno je, da obstaja ena sama monomina oziroma da je vsaka monomina oblike

.

Prav tako obstaja ena sama domina, saj predstavljata sliki

T i H
isti lik, le da je na eni izmed slik zasukan za 90°. Kljub temu si v zvezi z domino lahko zastavimo

nalogo:

Na katerega od nastetih pravokotnikov razseznosti m X n ni mogoce popolnoma in brez prekri-
vanja poloziti celega Stevila domin?

(A)3x4 (B)3x5 (C)4x4 (D) 4x5 (E) 6 x3

Pravilni odgovor je seveda (B), saj je med nastetimi pravokotniki edini, ki ga sestavlja liho
stevilo enotskih kvadratov.

Obstajata dve trinomini, in sicer

L]

Sliki

1T
predstavljata isto trinomino, prav tako je na slikah
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in

ista trinomina.

Razliénih tetromin je pet, to so

3 ) — 9

Opozorimo Se, da tetromine

L] in | |

niso med seboj razlicne, saj lahko s premikom, zrcaljenjem ali vrtenjem katerekoli izmed njih

pokrijemo drugi dve. Lika

[T

ne stejemo med tetromine, saj imata srednja kvadrata skupno le oglisée. (Gotovo te tetromine
spominjajo na popularno racunalnisko igrico tetris.)

Poskusimo zdaj resiti naslednjo nalogo:

Zgled 1. Ali je mogoce iz 5 razliénih tetromin oblikovati pravokotnik? Ce ni, zakajne? (Nasvet:
pravokotnik in tetromine pobarvaj kot Sahovnico.)

Resitev. Tetromine so sestavljene iz po 4 kvadratov. Razli¢nih je 5. Skupaj jih torej sestavlja
20 kvadratov. Mozna pravokotnika sta zato 10 x 2 in 5 x 4. Upostevajmo nasvet in v njih
izmeni¢no pobarvajmo kvadratke

pa vidimo, da je v obeh enako mnogo belih kot ¢rnih kvadratkov. Tako se zgodi tudi pri

tetrominah
E, .i:I H H ™ [.!

so trije kvadratki enake barve, eden pa druga¢ne. Skupno je torej 11 kvadratkov ene barve in 9
kvadratkov druge barve. Zato iz vseh 5 razlicnih tetromin ni mogoce sestaviti pravokotnika.

le pri tetromini

Tudi na tekmovanju Evropski matematicni kenguru so se ze pojavljale naloge v zvezi s polino-
minami, npr.:
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A. Potoénik: Polinomine

Zgled 2. Iz tetromin, imenovanih L (glej sliko), sestavljamo pravokotnike. Katerega
od nastetih pravokotnikov razseZnosti m X n ni mogoce sestaviti? | |

(A) 4 x4 (B)6x6 (C) 8 x38 (D) 4x6 (E) 6 x 8

Resitev. Pravilni odgovor je (B). Iz dveh L-tetromin lahko sestavimo pravokotnik razseznosti
4 x 2. Le-tega sestavlja 8 enotskih kvadratov. Vse nastete pravokotnike, razen pravokotnika B,
pa sestavlja nek veckratnik Stevila 8 enotskih kvadratov.

Zgled 3. Najveé koliko pentomin, imenovanih V (glej sliko), lahko poloZimo na
kvadrat velikosti 5 x 5, ne da bi se med seboj prekrivale?

(A) 2 B) 3 (C) 4 D) 5 (E) 6 | |

Resitev. Pravilni odgovor je (C). Ker je kvadrat sestavljen iz 25 kvadratkov, nanj ne moremo
poloziti ve¢ kot 25 : 5 = 5 pentomin. Hitro uvidimo, da ni mozno hkrati pokriti vseh 4 oglis¢
kvadrata, zato 5 pentomin nanj ne moremo poloziti. Kako je to mozno storiti s Stirimi, razisci
sam.

Obseg polinomin

Zanimivo je tudi raziskati, kako se spreminja obseg polinomin. Izpolni naslednjo preglednico
(predpostavi, da je dolzina stranice kvadrata 1 (enota)):

polinomina | njen obseg ‘ ‘

monomina I:l
domina I:l:'

trinomina | | | |in|

Se ti zdi, da si odkril-a kaksno pravilo? Ali sedaj lahko napoves, koliksen je obseg tetromin?

’ polinomina ‘ njen obseg |

‘ tetromina ‘ ‘

Je bila napoved pravilna? Si predvidel-a dve razli¢ni vrednosti obsega? Sklep je v¢asih preura-
njen. Odvisnost se pogosto spremeni od tiste, ki se pojavi na zacetku.

Sestavi novo preglednico in ugotovi najmanjsi in najvecji obseg. Nato v isti koordinatni ravnini
narisi tocke, ki pripadajo urejenim parom (polinomina, najmanjsi obseg) z eno barvo, tocke, ki
pripadajo urejenim parom (polinomina, najvecji obseg) pa z drugo barvo.

‘ polinomina ‘ najmanjsi obseg ‘ najvecji obseg ‘

monomina

domina

trinomina

tetromina

pentomina

heksomina
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Naloge

1. Ali je mogoce s trinominami I:l:l:' brez prekrivanja in vrzeli pokriti —
lik na desni? (Nasvet: V trinomini pobarvaj vsak kvadratek z drugacno |-

barvo. Tudi v liku uporabi enak nacin barvanja.)

2. Na sliki sta tetromini, imenovani T in Z:

(a) Iz stirih tetromin T oblikuj kvadrat.

(b) Uporabi T-je in Z-je in oblikuj pravokotnike razseznosti 4 x 5, 4 X 6, 4 x 7, 4 X 8 in

4 x9.

(c¢) Razlozi, zakaj kvadrata razseznosti 5 x 5 ne mores sestaviti iz T-jev in Z-jev.

3. Koliko razliénih pentomin obstaja? Uporabi karirast papir in jih narisi.

4. Katere pentomine lahko s pregibanjem po stranicah kvadratov preoblikujes v Skatle brez
pokrova? Izrezi jih in preveri svoje odgovore.

5. Na voljo ima$ mnogo pentomin, imenovanih P (glej sliko).

(a) Koliko jih porabis za sestavljanje pravokotnika razseznosti 5 x 27

(b) Iz njih sestavi pravokotnik razseznosti 5 x 4 na tri razli¢ne nacine (nobenega ne dobis
z zrcaljenjem ali vrtenjem drugega).

(c) Ali lahko iz samih P-jev sestavis kvadrat razseznosti 5 x 57 Utemelji.

(d) Koliksne so razseznosti najmanjsega kvadrata, ki ga je mogoce sestaviti iz samih P-
pentomin? Narisi, kako je to mogoce storiti.

Literatura in dodatne informacije:

B. Henry, Newton Student Notes, AMT Publishing, Canberra, Australia, 2002.
G. Dolinar, D. Felda, M. Zeljko, Fvropski matematicni kenguru 1996-2001, DMFA — Zaloznistvo,

Ljubljana, 2002.

http://math.rice.edu/~lanius/Lessons/Polys/polyl.html

http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard /polyomino.html

http://frey.newcastle.edu.au/OMA /polyomino/pl.html

http://www.xprt.net/~munizao/polycover/

http://www.andrews.edu/"~ calkins/math /pentos.htm

http://www.geocities.com/alclarke0/PolyPages/Polyominoes.html
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D. Felda: Nelinearne diofantske enacbe

Nelinearne diofantske enacbe

Diofant iz Aleksandrije je znan kot oce algebre. O njegovem zivljenju ni znanega skoraj nicesar,
ne ve se zagotovo niti, kdaj je zivel. To, da je najbrz zivel v 3. stoletju, sklepamo iz zapisov v
njegovih delih oziroma iz zapisov, v katerih so matematiki, ki so ziveli za njim, omenjali njegovo
ime. V Grski antologiji, ki je nastala okrog leta 500, najdemo med matemati¢nimi problemi
tudi uganko o Diofantu. Ce jo resimo, dobimo nekaj podatkov o njegovem Zzivljenju, vendar ne

Bog mu je dal Ziveti Sestino zZivljenja kot decku, po naslednji dvanajstini Zivljenja mu je
na licih pognal puh in po naslednji sedmini se je ozenil. Pet let za tem se mu je rodil sin,
ki je zivel le pol toliko let kot on sam. Kruta usoda mu ga je vzela stiri leta pred smrtjo.

Diofant je napisal tri dela, to so Porizmi, Poligonalna Stevila in Aritmetika. Prvo je povsem
izgubljeno, od drugega je ostal le odlomek, od tretjega, ki je obsegal 13 knjig, pa je ostalo Se
Sest knjig. Prav v Aritmetiki je opisal, kako resujemo algebrske enacbe, ki nimajo natanko ene
reSitve, in od tod izhaja tudi ime diofantske enacbe.

Nelinearne diofantske enacbe so take enacbe s celostevilskimi koeficienti, v katerih ne na-
stopajo neznanke le v prvi potenci, ampak tudi v visjih. V takih enacbah torej lahko srecamo
npr. z2, zy, y° ... Takih ena¢b v splosnem ni mogoce enostavno resiti. Tu si bomo ogledali nekaj
metod, s katerimi lahko reSimo nekatere preproste nelinearne diofantske enacbe.

A. Metoda zmnozka

Zacetno enacbo preoblikujemo tako, da je na eni strani enacbe zmnozek izrazov, ki vsebujejo
neznanke, na drugi pa celo Stevilo, ki ga zapiSemo kot zmnozek dveh Stevil na vse mozne nacine.
S primerjanjem leve in desne strani pridemo do ustreznih resitev. Oglejmo si nekaj primerov.

Zgled 1. Rest enacbo xy + 2x = 5 v mnoZici celih stevil.

Resitev. Ce na levi izpostavimo x, dobimo z(y+2) = 5. Kerje5=1-5=5-1=(—=1)-(=5) =
(=5) - (—=1), pridemo do stirih resitev:

r=1, y+2=5=y=3, =5, y+2=1=y=—1,
r=-1, y+2=-5=>y=-17, r=-5 y+2=-1=y=-3.

Stirje pari neznank z in y resijo enacbo, kar oznac¢imo:

(l‘,y) 6{(1’3)7 (57—1)’ (_17_7)7 (_57_3)}‘

Zgled 2. Poisci vsa cela Stevila x in y, za katera je xy + x — 3y = 10.
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D. Felda: Nelinearne diofantske enacbe

Resitev. Ce na levi strani enacbe izpostavimo z, dobimo z(y + 1) — 3y = 10. Sedaj je o¢itno,
da bomo levo stran lahko zapisali v obliki zmnozka, ¢e na obeh straneh enache odstejemo 3.
Tedaj imamo

2(y+1)—3y—3 = 10—3
sy+1) =3+ = 7,

(r=3)(y+1) = T
Zaradi7=1-7T=7-1=(-1)-(=7) = (=7) - (—1) imamo podobno kot prej:
r—3=1=z=4,y+1=7T=y=06, z—3=7T=z=10,y+1=1=y=0,
r—3=—-1=z=2,y+1=-7T=y=-8§, r—3=-T=x=-4y+l=-1=y=-2

in zapiSemo reSitev:

($7y) € {(4?6)7 (107())7 (27—8)7 (_47_2)}'

Zgled 3. Naj bodo dolzine stranic pravokotnega trikotnika naravna stevila in naj ima ena izmed
katet dolzino 15. Poisc¢i dolZini drugih dveh stranic. Koliko je razliénih pravokotnih trikotnikov
s to lastnostjo?

Resitev. Naj bo ¢ dolzina hipotenuze, a pa dolzina druge katete. Tedaj po Pitagorovem izreku
velja ¢2 — a? = 152 oziroma (¢ +a)(c — a) = 225. Zagotovo je c+a > c—a, §tevili c+a in c—a
pa sta pozitivni, zato piSemo 225 =225-1=75-3=45-5=25-9.

Tako imamo S§tiri moznosti:

ct+a = 225 c+a = 75 ct+a = 45 ct+a = 25
c—a = 1 c—a = 3 c—a = b c—a = 9

Lotimo se prve moznosti. Ce po stolpcih sestejemo, kar imamo v enacbah, dobimo 2¢ = 226,
odtod pa ¢ = 113. Iz druge enacbe izrazimo a = ¢ — 1, pa imamo Se a = 112. Prvi trikotnik z
opisano lastnostjo ima kateti dolgi 112 in 15, hipotenuzo pa 113.

Na podoben nac¢in dobimo Se tri resitve: 36, 15, 39; 20, 15, 25 in 8, 15, 17. Obstajajo torej stirje
pravokotni trikotniki z opisano lastnostjo.

Zgled 4. Poisci vse celostevilske resitve enacbe x? — 2y — 3% = 21.

Resitev. Dano enacbo lahko zapisemo v obliki z? — (y% + 2y) = 21, od koder vidimo, da
moramo na levi odsteti 1, ¢e Zelimo imeti v oklepaju popolni kvadrat. Tako dobi enacba obliko
2?2 — (y* + 2y + 1) = 20 oziroma 22 — (y + 1) = 20. Razliko kvadratov lahko razstavimo
(x+ (y+1))(x — (y+ 1)) = 20 in odpravimo notranje oklepaje (z +y + 1)(x —y — 1) = 20.
Premislimo, da sta faktorja  +y 4+ 1 in # — y — 1 enake parnosti. Njuna razlika (z +y+1) —
(x—y—1)=zx+y+1l—az+y+1=2y+2=2(y+1) je sodo stevilo. Tako lahko zapisemo
r+y+1l=(x—y—1)+2(y+1). Ceje stevilo z — y — 1 sodo, je tudi stevilo 4+ y + 1 sodo,
saj se zapise kot vsota dveh sodih stevil. Ce pa je stevilo & —y — 1 liho, je tudi stevilo z +y + 1
liho, saj se zapise kot vsota lihega in sodega Stevila.

Vidimo, da je zmnozek enak 20, torej sodo Stevilo, zato sta oba faktorja soda. PiSimo 20 =
10-2=2-10=(—10) - (—=2) = (—2) - (—10), pa pridemo do §tirih moznosti:

z+y+1 = 10 r+y+1 = 2 z+y+1 = -10 r+y+1 = =2
r—y—1 = 2 z—y—1 = 10 r—y—1 = =2 r—y—1 = —-10

Tudi tokrat nam pride zelo prav seStevanje po stolpcih, ki smo ga srecali v resitvi primera 3. Z
malo racunanja dobimo resitve (z,y) € {(6,3), (6,—-5), (=6,—5), (—6,3)}.
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Naloge

1. Poisci vse celostevilske resitve enacbe 2z — xy = 7.

2. Zmnozek dveh naravnih Stevil je trikrat ve¢ji od njune vsote. Doloci vse pare naravnih Stevil
s to lastnostjo.

Stevil s to lastnostjo.
4. Dokazi, da enacba 22 — y? = 2002 nima celostevilskih resitev.
5. Poisci vsa cela stevila z in y, za katera je x2y? = 3y? + x2.
6. Poisci vsa cela tevila z in y, za katera je z° — xy — 2y = 18.

7. Med vsemi pravokotnimi trikotniki s celoStevilskimi dolzinami stranic, ki imajo eno kateto
dolgo 55, poisci tistega, ki ima najkrajSo hipotenuzo.

B. Metoda koliénika

Ta metoda je podobna Eulerjevi metodi za reSevanje linearnih diofantskih enacb. Pri tem eno
neznanko izrazimo z drugo, dobljeni ulomek pa zapiSemo kot vsoto dveh ¢lenov, od katerih je
eden celo stevilo. Nato obravnavamo razlitne moznosti. Spet si bomo ogledali nekaj primerov.

Zgled 5. Poisci vse pare naravnih Stevil x in y, za katere je % + % = %

Resitev. Ce dano enacbo pomnozimo s 5zy, dobimo 5y 4+ 5z = zy. Kot vemo, moramo pri
mnozenju enacbe z nekim izrazom vedno premisliti, ali ni morda izraz lahko enak ni¢ in tak
slucaj posebej obravnavati. Ker sta v nasem primeru x in y naravni Stevili, izraz 5xy ne more
biti enak 0. Lahko torej nadaljujemo. Odlo¢imo se, da bomo y izrazili z x, zato piSemo po vrsti
xy — by = bz, y(r —5) =briny = % Tu smo delili z x — 5, zato £ — 5 ne sme biti enak 0
oziroma x ne sme biti enak 5.

Ustavimo se nekoliko pri tem — vprasajmo se, kaj se zgodi, ¢e dopustimo x = 5. Vstavimo z =5
v zacetno enacbo: % + % = %, od koder sledi % = 0. To seveda ni mogoce, saj je y naravno
Stevilo in je zato % > 0, torej med resitvami ni takih parov (x,y), ki bi imeli x = 5.
Nadaljujmo z iskanjem resitve. Ulomek % zapiSimo kot vsoto dveh ¢lenov, pri ¢emer je en ¢len

Stailn. DT—25425 _ 5(x—5)4+25 _ 25 o ST _ 25
celo Stevilo: 22 = ——% =5+ =¢. Ker is¢emo naravno Stevilo y = 5 + =, mora

biti  — 5 delitelj stevila 25. Vemo, da je z naravno Stevilo, zato imamo le moznosti z; = 6,
zro = 10 in 3 = 30 z ustreznimi y; = 30, yo = 10 in y3 = 6. Imamo torej tri pare reSitev:

Zgled 6. Poisci vse pare celih stevil x in y, za katere je xy — 2x 4+ 5y — 5 = 0.

Resitev. Denimo, da bomo y izrazili z x, zato enac¢bo preoblikujemo: y(z + 5) = 2z + 5,
2045 , _ 2@+5) =5 o9 5

Yy =35 5 Y S V tem postopku smo enacbo delili z x + 5, zato premi-
slimo, kaj bi bilo, ¢e bi bil ta izraz enak 0. Izraz = + 5 je enak 0 le, ¢e zavzame neznanka z
vrednost —5. Toda tedaj se zacetna enacba zapise v obliki —5y + 10+ 5y —5 = 0 oziroma 5 = 0,
kar seveda ne drzi, in £ = —5 ni med reSitvami enacbe.

Resitve zacetne enacbe bomo nasli z obravnavanjem enacbe y = 2 — wi% Ker mora biti y celo

Stevilo, mora biti tudi celo stevilo, to pa je mozno le, ¢e je 4+ 5 enak +1 ali £5. Ugotovimo

5
z+5
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torej, da lahko x zavzame vrednosti —4, —6, 0 ali —10. Pri vsaki od naStetih vrednosti neznanke
x izracunamo ustrezno vrednost neznanke y: —3, 7, 1 oziroma 3. Enacba ima §tiri pare reSitev:

Cr,y) € {(__1073)7 (__677)7 (__47__3)7 (0’1)}'

Zgled 7. Poisci vse pare celih stevil x in y, za katere je % + x—ly + = =1.

1
y
Resitev. Premisliti moramo, ali ni morda zy enak 0. Kot smo ze prej zapisali, je treba take
slucaje posebej obravnavati. Spomnimo se, da resitve iS¢emo med pari celih §tevil x in y, torej
sta tako x kot y lahko enaka ni¢. Toda prav hitro vidimo, da vse pare celih stevil (z,y), kjer
je vsaj eno izmed §tevil enako 0, brez skode opustimo, saj zagotovo ne resijo dane enacbe (v
enacbi nastopi deljenje z 0).
V resnici torej iS¢emo pare nenicelnih celih Stevil, ki resijo dano enacbo, zato le-to pomnozimo
z xy. Dobimo y 4+ 1+ z = zy. Od tod gre pot podobno kot pri prejsnjem primeru — izrazimo
= g—ﬂ = z;—f{Q =1+ % Toda ze spet smo delili — tokrat z z — 1, ki je enak 0, ¢e x zavzame
vrednost 1. Preveriti moramo, kaj pravi enacba, ¢e namesto x vstavimo 1: 1+ % —i—i = 1 oziroma

% = 0. Ker enacbe v tem sluc¢aju ne resi nobeno celo §tevilo, med reSitvami ne bo parov celih
stevil (x,y), kjer bi bil x enak 1.

Konéno se osredoto¢imo na izraz 1+%. Ta bo enak celemu stevilu le, ¢e bomo izbrali t—1 = +1
ali x — 1 = +2. Neznanka z je lahko enaka 2, 0, 3 ali —1. Ker smo ze premislili, da z ne more
biti enak 0, ostanejo le preostale tri moznosti. Tako izra¢unamo Se ustrezne vrednosti neznanke
y: 3, 2, 0, zadnja pa seveda ni dobra, saj niti y ne sme biti enak 0.

Enacbo resita le dva para celih stevil: (z,y) € {(2,3), (3,2)}.

Zgled 8. Koliko je pravokotnikov, katerih dolZine stranic so naravna stevila in katerih obseg je
Stevilsko enak ploscini?

Resitev. Naj bosta a in b dolzini stranic pravokotnika in torej naravni Stevili. Ker je obseg
stevilsko enak ploscini, velja 2a + 2b = ab. Od tod izrazimo b = 24 = 20—444 _ Ha=2)+4 _

a—2 a—2 a—2

2+ (1472. Delili smo z a — 2, ki je enak 0, ¢e izberemo a = 2. Toda enacba se pri vrednosti a = 2
glasi 4 4+ 2b = 2b oziroma 4 = 0, kar ne drzi, zato a = 2 ni njena resitev.
Izbirati moramo taka naravna Stevila a (razli¢na od 2), da bo tudi b =2 + %
Tako pridemo do parov (a,b) € {(3,6), (4,4), (6,3)}. Ti trije pari naravnih Stevil resijo enacbo
2a+2b = ab. Pravokotnika, katerih dolzine stranic so naravna stevila in katerih obseg je stevilsko
enak ploSéini, pa sta le dva: eden je v resnici kvadrat, ki ima dolzino stranice enako 4, drugi
pa ima stranici z dolzinama 3 in 6 (¢e vzamemo stranici z dolzinama 6 in 3, pomeni, da isti
pravokotnik le zavrtimo).

naravno Stevilo.

Naloge
RO 1 . . e . 1 1 _ 1
8. Poisci vse pare celih stevil x in y, ki resijo enacbo  + S =3
9. Poisci vsa dvomestna stevila, ki so enaka dvakratnemu zmnozku svojih Stevk.

10. Majo so vprasali, koliko sta stara njena mlajsa brata. Povedala je: ”Ce sestejemo zmnozek
in vsoto njunih let, dobimo 34.” Koliko sta stara?

11. Pois¢i najmanjSe naravno §tevilo, ki da pri deljenju s 5 ostanek 4, njegov kvadrat pa da pri
deljenju s 25 ostanek 21.

12. Katero Stirimestno Stevilo, katerega prvi dve in zadnji dve Stevki sta med seboj enaki, je
popolni kvadrat?
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C. Metoda vsote kvadratov

Eno stran enacbe prevedemo v vsoto kvadratov tako, da na drugi strani ni neznank, nato pa
upostevamo, da imamo opravka s celimi Stevili, in pregledamo vse moznosti, ki pridejo v upostev.

Zgled 9. Poisci vse pare celih stevil x in y, za katere je x° + y? = 2.

Resitev. Enacbo preuredimo v 22 — 2z 4+ y? = 0. Ce pristejemo na obeh straneh enacbe stevilo
1, dobimo 2% — 2z + 1 +y? = 1 oziroma (z — 1)? + y* = 1. Na levi strani imamo zapisano vsoto
kvadratov, ki sta nenegativni celi Stevili. Ker je njuna vsota enaka 1, imamo le dve moznosti:
e (x —1)?2 =11in y? = 0, kar pomeni, da je z — 1 lahko enak 1 ali —1 in y = 0,

e (x —1)2=01in y? = 1, kar pomeni, da je z — 1 = 0, y pa je lahko 1 ali —1.

Tako pridemo do Stirih parov celih stevil, ki resijo ena¢bo. To so: (2,0), (0,0), (1,1), (1,-1).

Zgled 10. Kateri pari celih stevil x in y resijo enacbo x> + y?> = 2z — 4y — 57

Resitev. Enacbo preoblikujemo v 22 — 2z + y? + 4y = —5, nato pa levo stran dopolnimo do
popolnih kvadratov: z? — 2z + 1+ y?> + 4y +4 = —5 + 1 + 4. Seveda smo enaki stevili pristeli
tudi na desni strani enacbe. Ce enacbo zapisemo v obliki (z — 1)% + (y 4+ 2)? = 0, vidimo, da
je le-ta izpolnjena le, e izberemo (z — 1)2 = 0 in (y + 2)? = 0. Enacbo resi en sam par Stevil:
r=1y=-2.

Zgled 11. Poiici vse pare celih stevil x in y, ki resijo enacbo x* +y? = 2(y + 1).

Resitev. Najprej pisemo 2* +y? —2y = 2, nato 2% +y? —2y+1 = 3 in koncéno 2* + (y — 1)2 = 3.
Ker je vsota dveh nenegativnih celih Stevil enaka 3, je moznole 0+3=14+2=24+1=3+0.
Toda v vsaki od nastetih moznosti je vsaj en seStevanec, ki ni popolni kvadrat celega Stevila,
zato dane enacCbe ne resi noben par celih Stevil.

Ce bi postavili, na primer, z* = 1 (od koder bi sledilo 22 = 1 in z = 1 ali z = —1), bi morali
vzeti (y — 1)? = 2, a takega celega tevila y, da bi to veljalo, ni.

Zgled 12. Poiici vsa cela stevila x, y in z, za katera velja enacba x® + y* + 22 + 26 = 223 +
8y% — 62.

Resitev. V enacbi nastopajo tri neznanke, zato bomo skusali dobiti na levi strani enakosti
vsoto treh popolnih kvadratov. Po vrsti pridemo do 2% — 223 + y* — 8% + 22 + 62 + 26 = 0,
20— 203 4+ 149y 82 + 16+ 22 +62+9=0in (23— 1)2 + (y? —4)2 + (2 + 3)2 = 0. Vsota treh
kvadratov je enaka ni¢ natanko tedaj, ko je vsak izmed njih enak ni¢ oziroma mora biti Ze izraz
pod kvadratom enak ni¢. Zato morajo biti hkrati izpolnjene enacbe 2% —1 =0, 42 —4 = 0 in
z+ 3 = 0. Resitev prve enacbe je x = 1, reSitev tretje z = —3, druga enacba pa ima dve resitvi,
saj dobimo y? = 4, ¢e izberemo y = 2 ali y = —2.

Za trojico (z,y, ), ki resi dano ena¢bo, imamo na voljo dve izbiri: (1,2,—3) in (1, -2, —3).

Naloge
13. Poisci vse pare celih stevil z in vy, ki resijo enacbo 2% 4+ y? — 8y + 15 = 0.
14. Kateri pari celih stevil a in b resijo enaébo a® + b% + 42 = 6b — 4a + 57?

15. Ali ima ena¢ba 22 + y? + 22 = 7 celostevilske resitve?
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D. Metoda zadnje Stevke

Pri tej metodi opazujemo, s katero stevko se lahko konca leva stran enacbe, kjer nastopajo ne-
znanke. Ko to primerjamo z desno stranjo, ugotovimo, ali ima enacba cele resitve ali ne.

Zgled 13. Ali lahko najdemo par naravnih Stevil x in vy, ki resi enacbo x* + 5y = 20022

Resitev. Najprej premislimo, s katero stevko se konca kvadrat naravnega Stevila. Dovolj je
pogledati enice kvadratov 02, 12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82 in 92, ki so po vrsti 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6,
9, 4 in 1. Kvadrat naravnega Stevila se torej lahko konca le z eno izmed stevk 0, 1, 4, 5, 6 in 9.
Ker se zmnozek 5y lahko konca le s Stevko 0 ali 5, se tudi vsota 22 + 5y lahko konca le z eno
izmed Stevk 0, 1, 4, 5, 6 in 9 in se ne more koncati s stevko 2. Dana enacba zato ni resljiva z
naravnima Steviloma x in y.

Zgled 14. DokaZi, da enacba x* 4 y?> = 200120022003 nima celostevilske resitve.

Resitev. V resitvi prejsnjega primera smo premislili, da se kvadrat naravnega (in seveda tudi
celega) stevila lahko konca s stevkami 0, 1, 4, 5, 6 ali 9. Od tod lahko sklepamo, da se cetrta
potenca lahko konca le s stevkami 0, 1, 5 ali 6. Vsota cetrte potence in kvadrata celega Stevila
se torej lahko konca s Stevkami 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7 ali 9. Na desni strani enakosti nastopa Stevilo,
ki se konca s Stevko 3, zato enacba nima celostevilske resitve.

Naloge
16. Ali ima enacba z* 4 y* = 200220032004 celostevilske resitve?

17. Dokazi, da enacba 5% 4+ 6Y = 98765432 nima celoStevilske resitve.

18. Ali obstaja par celih stevil x in y, ki resi enacbo 3% + 4¥ = 40030020017
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Risanje skic pri geometriji

Pri geometrijskih nalogah je obi¢ajno potrebno narisati skico. Véasih to zahteva Ze naloga
sama, pogosto nariSemo skico zato, da si sploh predstavljamo, kaj naloga zahteva. Pri tezjih
gemetrijskih nalogah pa lahko najdemo pot do resitve samo s pomocjo z natan¢no narisane skice.
Oglejmo si nekaj osnovnih napotkov pri risanju skic.

Najprej izberimo primerno orodje: svin¢nik, radirko, Sestilo in ravnilo. Seveda ni odvec
poudariti, da morata biti svinénik in Sestilo osiljena. Ali veste kako pravilno osilimo Sestilo?
Konice ne smemo os§iliti s silckom, ampak le zbrusiti s smirkovim papirjem v obliko prirezanega
valja, ki “gleda navznoter“ — proti drugemu kraku Sestila.

Izogibati se moramo risanju skic s kemi¢nim svinénikom — v primeru napake se take skice
ne da popraviti. Se veé: érta, narisana s kemi¢nim svinénikom, na sliki izstopa in pritegne
pozornost. V zacetni fazi iskanja poti do resitve se tako nasa misel vseskozi vraca k ze narisanim
¢rtam in le stezka ugledamo kaksno skrito kroznico ali premico.

Pri risanju lahko uporabljamo tudi geotrikotnik, vendar moramo biti zaradi moznosti, ki
nam jih to orodje ponuja, nadse pazljivi. Zaradi narisanega merila in kotomera je priblizna
metoda za risanje simetral daljic oz. kotov zelo razsirjena. Daljico ali kot pomerimo, izmerjeno
vrednost delimo z 2 in slednje nariSemo. Tej metodi se moramo pri risanju natanénih
skic izogniti. Zakaj? IzkuSnje kazejo, da obicajno riSemo izmerjene vrednosti na 1 mm oz. 1
kotno stopinjo natan¢no. Pri sestavljenih geometrijskih nalogah je pogosto potrebno zapovrstjo
narisati ve¢ kroznic ali premic, katerih lega je odvisna od ze narisanih tock (oz. premic ali
kroznic). Torej se nenatancénost pri risanju z vsako potezo krepko povecuje in po nekaj korakih
je lega tock dolocena le e na nekaj mm natancéno. In ko je nazadnje skica narisana in je potrebno
npr. dokazati, da so tocke X, Y in Z kolinearne, na sliki pa je tocka Z npr. 1 cm oddaljena od
premice skozi X in Y, bo le malokdo verjel, da je naloga sploh pravilno zastavljena.

Kaksna pa je potemtakem pravilna metoda za risanje simetral daljic oz. kotov?

RISANJE SIMETRALE DALJICE. Dana je daljica AB. S B
Sestilom narisemo kroznico s srediséem v tocki A, katere pol-
mer meri med priblizno % in % dolzine daljice AB. (To seveda

dolo¢imo “na oko“. Idealna dolzina polmera je —= ~ 70.7% s ./

dolzine daljice AB, saj bi se v tem primeru v n\fdaljevanju "'X\""""" """""%,i"
konstruirani kroznici sekali pravokotno in je tako presecisce
najbolj natanéno doloteno.) Nato nariSemo Se kroznico s
sredi$¢em v B in z enakim polmerom. (Na tem mestu
je pomembno, da uporabljamo dovolj “trdo Sestilo“, da sta

kroznici zares enakih polmerov.) Iskana simetrala je premica, ki poteka skozi preseciscéi kroznic.

pomozni konstrukeijski tocki. Se veé: da bo skica bolj pregledna, pobrisemo tudi kroznici oz.
krozna loka, s pomocjo katerih smo simetralo konstruirali.)
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RISANJE SIMETRALE KOTA. Zelimo narisati simetralo kota
BAC trikotnika ABC. Ker v splosnem trikotnik ABC
ni enakokrak, najprej s pomocjo (poljubne) kroznice s
sredistem v A na stranicah AB in AC dolo¢imo tocki X
in Y, da je |[AX| = |AY|. Simetrala daljice XY je potem
simetrala kota BAC' in lahko sledimo prejsnji konstrukeiji:
narisemo kroznici enakih polmerov (med priblizno %|XY|
in 3|XY|) s sredistema v X in Y. Simetrala daljice XY

narisati le eno presecisée — tisto, ki lezi na drugem bregu premice XY kot tocka A. (Zakaj
izberemo ravno to presecisée? Relativna napaka pri risanju premice bo najmanjsa, ko narisemo
premico skozi bolj oddaljeni tocki.)

RISANJE VISINE NA DANO STRANICO. Zelimo na- A
risati visino na stranico BC' trikotnika ABC. V ~
tem primeru nariSemo kroznico s sredis¢em v B e
in polmerom |AB| ter kroznico s sredis¢em v C
in polmerom |AC/|. Nosilka visine je kar premica,
ki poteka skozi preseciici teh dveh kroznic. (Na
sliki je drugo presecisce oznaceno z X.) Ceprav je
ta konstrukcija precej enostavna, pa ni nujno naj-
bolj natanéna. Tezava je v tem, da se v sploSnem
pomozni kroznici ne sekata niti priblizno pravo-
kotno. (Npr. ¢e je kot pri A zelo manjhen.) Na-
tancnost konstrukcije izboljsamo tako, da najprej
na premici BC' izberemo novi tocki B’ in C’, da
je kot B’ AC’ bistveno vegji — za zgoraj opisano konstrukcijo je namreé¢ idealno, ¢e je kot B’ AC’
pravi.

Med uporabniki geotrikotnikov je znana Se ena risarska bliznjica: risanje tangente na kroznico
skozi dano tocko brez uporabe Sestila. Kako ta nenatanéna metoda deluje? Hipotenuzo geo-
trikotnika postavimo na dano tocko, na geotrikotniku narisano pravokotnico pa namerimo skozi
srediS¢e kroznice. Tudi tej metodi se moramo pri risanju natanénih skic izogniti. Za-
kaj? S teoreticnega staliSca je risanje tangente nestabilen problem, kar pomeni, da lahko majhna
napaka rezultat drasticno spremeni: ¢e tangento malo premaknemo, postane sekanta ali pa dane
kroznice sploh ne seka. Ce zelimo narisati natanéno skico, moramo uporabiti ¢im bolj stabilno
metodo — torej tak postopek, ki karseda zmanjsa odvisnost rezultata od nenatancnega risanja.

RISANJE TANGENTE NA DANO KROZNICO.
Dana je kroznica K s sredis¢em O in tocka A
izven kroga, ki ga ta kroznica omejuje. Zelimo
narisati tangento na kroznico K skozi tocko A.
Narisemo kroznico s premerom AQO. Tu gre Se
za eno pomozno konstrukcijo. Sredisce O te
kroznice lezi v razpolovisc¢u daljice AO, ki ga
dolo¢imo s pomocjo simetrale daljice AO. Kjer
ta kroznica s premerom AQ seka kroznico I,
sta dotikalisci tangent. (Na sliki sta to tocki
X in Y.) Opozoriti velja, da je tudi ta metoda nenatancna, ce lezi tocka A blizu kroznice K.
Ce pa lezi tocka A na kroznici K, je iskana tangenta ena sama. Metodo risanja v tem primeru
popolnoma spremenimo. NariSemo jo tako, da postavimo pravokotnico na premico AO skozi
tocko A. (Glej risanje simetrale daljice.)

Sklenimo zapis o risarskih prijemih Se z dvema nasvetoma. Kako najbolj natan¢no narisemo

B

X
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srediS¢e danemu trikotniku o¢rtane kroznice? Vemo, da se v njenem sredis¢u sekajo simetrale
(vseh treh) daljic, zato zados¢a narisati le dve. Izberemo tisti dve, ki se sekata ¢imbolj pravo-
kotno, saj bo na ta nacin preseci§ce premic najbolj natan¢no dolo¢eno. V praksi to pomeni, da
za trikotnik z notranjimi koti o, as in a3 izberemo tisti dve, ki oklepata kot «;, pri katerem
je vrednost izraza |o; — 5| najmanjSa. (Npr. pri ostrokotnem trikotniku nariSemo presecisce
simetral tistih dveh stranic, ki oklepata najvecji kot.)

Kako najbolj natancno nariSemo sredi§¢e danemu trikotniku vértane kroznice? Vemo, da
se v njenem srediS¢u sekajo simetrale (vseh treh) notranjih kotov, zato zadosca narisati le dve.
Tudi v tem primeru nariSemo tisti dve, ki se sekata ¢imbolj pravokotno, saj bo na ta nacin
presecisc¢e premic najbolj natanéno dolo¢eno. V praksi to pomeni, da za trikotnik z notranjimi
koti a1, aig in g izberemo simetrali kotov ob tisti stranici, ki lezi nasproti najmanjsega kota —
torej simetrali najvecjih dveh kotov.

Povzemimo: Da bi bila narisana slika karseda natan¢na, moramo pri risanju izbirati ¢imbolj
stabilne konstrukcije:

e Tocka, ki jo dolo¢imo s pomocjo presecisca premic ali kroznic, bo najbolj natanéno dolocena,
Ce se premici ali kroznici sekata pravokotno.

e Ce lahko neko tocko, premico ali kroznico nariS$emo na veé nacinov, izberimo tako pot, da
bo relativna napaka ¢im manjsa. (Npr. izbira najbolj oddaljenih dveh tock pri risanju pre-
mice skozi ve¢ tock, izbira simetral primernih stranic pri risanju sredisc¢a trikotniku ocrtane
kroznice, izbira simetral primernih kotov pri risanju srediica trikotniku vértane kroznice.)

Pri risanju skic tudi ni odve¢ razmisliti o vrstem redu risanja. Ce moramo narisati trikotnik
in njemu oé¢rtano kroznico, najprej nariSemo kroznico, nato pa Se trikotnik, katerega oglisca
lezijo na tej kroznici.
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M. Zeljko: Trikotnik in kroznica 17

Trikotnik in kroznica

Za razumevanje besedila je potrebno osnovno znanje o obodnih in sredis¢nih kotih ter
kotih v tetivnem Stirikotniku.

Visinska tocka trikotnika

Dan je trikotnik ABC. NariSimo premico p. skozi tocko C, ki seka premico AB pravokotno,
in ozna¢imo presecisée premic p. in AB s H.. Daljico C' H, imenujemo viSina na stranico AB
trikotnika ABC' in jo ozna¢imo s h., tocko H. pa imenujemo nozisce te visine. Podobno ozna¢imo
tudi tocki H, in Hp.

C C

A H, B A B H,

Kot kaze desna skica zgoraj, nozis¢e viSine ne lezi vedno na stranici trikotnika. Bralec naj sam
narise Se druge primere topokotnih (in pravokotnih) trikotnikov in v vsakem izmed njih analizira
lego vseh treh visin.

Narigimo sedaj vse tri visine v trikotniku ABC. Ce je trikotnik ostrokoten ali pravokoten,
vidimo, da se visine sekajo v eni tocki. Ce je trikotnik topokoten, se v skladu z gornjo strogo
definicijo (visina v trikotniku je daljica) vse tri visine v takem trikotniku sploh ne morejo sekati.
Ko namesto visin opazujemo njihove nosilke, opazimo, da se te tri premice sekajo v eni tocki.
Skratka:

Izrek 1. Nosilke visin trikotnika se sekajo v eni tocki. ]

Tocko, v kateri se sekajo nosilke viSin danega trikotnika, imenujemo wvisinska tocka trik@tnika.

Narigimo trikotnik ABC in ozna¢imo njegovo visinsko tocko s H. I

Neposredno iz konstrukcije vidimo, da je tocka A viSinska tocka tri- b'\ H,
kotnika BC'H. Podobno velja tudi za tocki B in C. Ce torej tvorijo 7
poljubne tri tocke iz mnozice {A, B, C, H} trikotnik, je Cetrta tocka H

njegova visinska tocka. Cetverki {4, B,C, H} pravimo tudi izmen- ,

ljiva cetverka. A H, B

Izrek 2. V vsakem trikotniku je nosilka poljubne stranice simetrala daljice med visinsko tocko
H in od oglisca razlicnim presecisc¢em nosilke visine na to stranico z oértano krozZnico.
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Dokaz. Oznacimo nozi§¢a visin in viSinsko tocko trikotnika ABC
na obi¢ajen nacin. S H/ ozna¢imo od C' razli¢no tocko, kjer premica
CH., seka trikotniku ABC oc¢rtano kroznico K. Ker je CH. 1. AH,
in CH, L AH,, je 4H.CH, = 4H.AH,. (Izrek o kotih s pravo-
kotnimi kraki.) Sedaj pa upostevamo, da so A, B in H, kolinearne,

A, H in H, kolinarne, C', B in H, kolinearne ter C', H, H. in H, I :
kolinarne, in dobimo ¢ H/,CB = 4H.CH, = 4H.AH, = 4H.AH. ) Ha
Zaradi koncikli¢nosti tock A, B, C'in H] velja ‘ '

HC .

JYH'CB = JH'AB. (1) —
Torej zaradi kolinearnosti tock A, B in H,. velja S H.AB = S H.AH.. Sledi
YH'AH, = YH.AH

in sta pravokotna trikotnika AH.H, in AH H,. skladna. Torej je res |HH.| = |H.H_|. |

Trditev smo sedaj “dokazali”. Delo pa s tem Se ni opravljeno. Po vsakem zapisanem dokazu oz.
po vsaki zapisani resitvi naloge se moramo ozreti nazaj. Ali je zapisan dokaz zares brezhiben
ali pa smo morda kaj spregledali?

Prva tezava se skriva ze na zacetku. Ce je H, = H’, je tri-
kotnik ABC' pravokoten s pravim kotom pri A ali B in je
trditev naloge ocitna. (Zapisanega dokaza pa zaradi mnozice
izrojenih trikotnikov ne smemo uporabiti.) Torej smo impli-
citno privzeli, da je H. # H.

V nadaljevanju dokaza smo uporabili dejstvo, da so tocke A,
B, C in H| koncikli¢ne in zapisali enakost (1). Na tem mestu
smo implicitno privzeli, da lezita tocki C' in H. na razli¢nih
bregovih premice AB. Ce ti dve tocki lezita na istem bregu,
moramo takoj zapisati

ﬁHéCB = ﬁHéAHm
dokaz sam pa lahko potem nadaljujemo kot v prvem primeru.
Tako, sedaj pa smo trditev zares dokazali — in je ponovno napocil trenutek, da se obrnemo nazaj.
Zaradi tezav pri uporabi izreka o obodnih kotih (koncikli¢nost tock A, B, C' in H/) smo morali

lo¢iti dva bistveno druga¢na primera. V prihodnji Stevilki Brihtneza si bomo ogledali, kako bi
lahko ta dva primera enovito obravnavali.

sredisce tmkotmku ABC ocrtane krozZnice. Potem se krozmici s premeroma AB in CH sekata
pravokotno v tockah H, in Hy, daljici HyHy in OC pa sta si pravokotni.

OproMBA. Kot med kroznicama je po definiciji enak kotu med tangentama v prese¢ni tocki.

Dokaz. Izku$nja pri prejSnjem dokazu nas uéi, da se ne smemo omejiti le na ostrokotni trikotnik.
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Vidimo, da sta si skici zelo podobni — in tudi zares gre za enaka dokaza, saj je {A, B,C, H}
izmenljiva ¢etverka. Torej zadosca dokazati trditev le v primeru, ko je ABC ostrokotni trikotnik.
(Na pravokotni trikotnik seveda nismo pozabili, a bo ta enostaven primer obravnaval bralec sam!)

Ker je JAH,B = § = 4CH,H in $AH,B = § = 4 HH,C, lezita tocki H, in Hy hkrati na
kroznicah s premeroma AB in CH. (Sredis¢i teh dveh kroznic ozna¢imo z oznac¢imo s C’ in C”.)
Ker je kot med kroznicama enak kotu med tangentama v presecni tocki, zadosca pokazati, da je
C'H, L HC". Racunajmo: m — 4C'"HyA — 9C"H,C =7 — 4C'AH, — 4C"CHy =71 -5 =T,
torej je res SC'HyC" = 7.

Da sta si trikotnika ABC' in AHyH. podobna, sledi iz

IBAH, = SH,HB = $HHC =  H,H,C.
Ker je JOCA = § — JABC, sledi od tod H,H, 1. OC.

Zgled 1. Naj bo H visinska tocka trikotnika ABC, v katerem ¥BAC # 7. Oznacimo s P in
Q pravokotni projekciji tocke H ma notranjo in zunanjo simetralo kota BAC. DokaZi, da leZi
razpolovisce daljice BC' na premici PQ.

Resitev. Narisimo natancéno skico. Na njej
ugledamo mnogo pravih kotov, ki dolocajo
vsaj dve pomembni kroznici. Z ravnilom in
Sestilom v roki skico premerimo ter opazimo,
da simetrala kota pri A v trik@l&u H.AH,
poteka skozi razpoloviscée loka HyH, nasproti
A trikotniku H.AH} o¢rtane kroznice. Tudi
simetrala daljice H.H} poteka skozi to razpo-
lovisce. Ta simetrala pa sovpada s PQ.

Sedaj pa se lotimo samega dokaza. Vpeljimo

in C's Hyin H.. Ker je YHPA = HH.A =
XHQA = xHHyA = 5, je AH.PHH,Q te-
tivni Sestkotnik. SrediS¢e njemu oc¢rtane kroznice lezi v razpoloviséu diagonal pravokotnika
APHQ. Ker lezi tocka P na simetrali kota H.AHy, je tudi xHQP = ¥xPQHy. Torej je H.QH,
enakokrak trikotnik z vrhom @, kar posebej pomeni, da QP pravokotno razpolavlja H.Hjp.
Stirikotnik BH.H,C' je tetiven in sredis¢e njemu ocrtane kroznice lezi v razpoloviséu M daljice
BC. Ker pa je PQ simetrala njegove tetive H.Hy, lezi tocka M res na premici PQ).

Ocrtana, vértana in pri¢rtana kroznica
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Trikotniku ocrtana krozZnica je tista kroznica,
na kateri lezijo oglis¢a trikotnika. V njenem
srediSCu se sekajo simetrale stranic trikotnika.
(Na sliki je njeno sredisée oznaceno z O,
simetrale stranic pa niso narisane.)

Trikotniku  vértana  kroZnica je  tista
kroznica, ki se dotika stranic trikotnika. V
njenem srediS¢u se sekajo simetrale notranjih
kotov trikotnika. (Na sliki je njeno sredisce
oznaceno z 1.)

Trikotniku pricrtana kroznica mad izbrano
stranico je tista kroznica, ki se od zunaj dotika
te stranice trikotnika in nosilk drugih dveh
stranic. V njenem srediScu se sekajo simetrale
simetrala tej stranici nasprotnega kota. (Vsak
trikotnik premore 3 pri¢rtane kroznice. Na
sliki so njihova sredis¢a oznacena z [I,, I in
I..)

Izrek 4. Kotne simetrale in simetrale stranic potekajo skozi razpoloviséa lokov oértane kroznice
nad stranicami.

Na kroznici s premerom II. leZita tocki A in B, njeno sredisée C' pa leZi na razpoloviséu
tistega loka AB oértane kroznice trikotnika ABC, ki ne vsebuje tocke C.

Dokaz. Ker je CC’ simetrala kota ACB, je C
JABC' = 4 BAC’

in zato |AC’| = |C'B]|. Simetrala stranice AB
o¢itno poteka skozi toc¢ki C’ in C”.

Oznac¢imo kote trikotnika z «, 8 in v na
obicajni nacin. Potem je

a+y
5

Ker je SAC'T = f3, sledi od tod

JCAL =

o+ 7y
2

JO'TA =

in nadalje |C'A| = |C'I|. Ker je STAI. =T, je
zato tudi |C'I.| = |C'I|.

Zgled 2. Naj bo ABC ostrokotni trikotnik in O sredisée njemu ocrtane kroznice. Oznacimo
kroznico skozi B, C in O s K. Premici AB in AC sekata kroznico K ponovno v P in Q. DokaZi,

da je AO L PQ.
Kaj se zgodi v primeru, ce je kot BAC topi? Zapisi ustrezno trditev in jo dokaZi.

Resitev. Narigimo skico in ozna¢imo presecisée premic AO in PQ z X.
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Q/

Zapisimo najprej dokaz v primeru, ko je trikotnik ABC' ostrokotni. Ozna¢imo pravokotno
projekcijo tocke O na premico AB z Y. Ker lezi tocka C na oc¢rtani kroznici trikotnika ABC,
velja $AOY = ¥ACB = ¥QCB. Zaradi konciklicnosti tock PBCQ pa velja $QCB = ¥QPA.
Sledi ¥XPA = ¥AOY in imata trikotnika AOY ter APX enake kote. Zato je res AX | PX.

Oglejmo si sedaj ta dokaz podrobneje. Ali smo kaksno podrobnost spregledali? Tocka P (in
podobno @) je definirana kot drugo presecisce premice AB s kroznico K. Torej je implicitna
predpostavka naloge, da drugo presecisce obstaja, kar posebej pomeni, da AB (in tudi AC) ni
tangenta na kroznico K. Torej XBAC # %. (Prepricaj se sam, da je kroznica skozi O, B in C
tangenta na AB in AC hkrati natanko tedaj, ko je ¥BAC # %.)

V sami nalogi pa nismo zahtevali, da lezi toc¢ka P na daljici AB ampak zgolj na premici AC,
zato si moramo pri dokazu ogledati dva primera: 0 < ¥BAC < % in § < ¥BAC < §. Na naso
srec¢o pa lahko za oba primera uporabimo enak dokaz.

Primer, ko je kot pri A topi, pa je nekoliko
drugacen. Podobno kot prej oznacimo pravoko-
tno projekcijo tocke O na premico AB z Y. Ker
lezi tocka C na ocrtani kroznici trikotnika ABC),
velja ¥AOY = YACB = ¥QCB. Zaradi konci-
klicnosti tock PBCQ pa velja YxAPX = XACB.
Torej imata trikotnika AOY in APX enake kote,
kar nam da AX | PX.

Razmislimo sedaj, zakaj je dokaz v tem primeru
drugacen. Tocke B, C, P in @ lezijo v obeh pri-
merih na kroznici, torej tvorijo oglis¢a tetivnega
stirikotnika. Da bi lahko zapisali izrek o kotih v
tetivnem Stirikotniku, pa moramo natanéno vedeti,
v kaksnem vrstnem redu si sledijo: enkrat imamo vrstni red B, C, P in @, drugi¢ pa B, C, Q
in P. Torej moramo biti pri pisanju kotov nadvse pazljivi. |

Po Talesovem izreku vemo, da so vsi obodni koti nad premerom kroznice pravi. Torej lezi
srediSce pravokotnemu trikotniku o¢rtane kroznice v razpoloviséu hipotenuze.

Zgled 3. Pravokotno se sekajoci premici p in q se sekata na kroznici K in jo razdelita na tri
loke. Na vsakem izmed teh lokov izberemo tako tocko M;, i = 1,2,3, da tangenta na kroznico K
v tocki M; seka premici p in q v dveh tockah, ki sta od tocke M; enako oddaljeni. DokaZi, da je
Mi My Ms enakostraniéni trikotnik.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 1 Izp1s: 19. NOVEMBER 2002

21



M. Zeljko: Trikotnik in kroznica

Resitev. Privzemimo oznake s skice. Ker je kot med
tetivo in tangento enak obodnemu kotu nad to tetivo,
je QM B = 4M,CB = 4M;AB in podobno tudi
JPMA = SACM;. Ker je tocka M; sredisce triko-
tniku PQA ocrtane kroznice, je S PM1 A =2 M AB.
Torej je

JMCB =1 JAMB = L JACB.

Uporabimo izrek o kotu med tetivo in tangento Se dva-
krat. Tako je BMyR = ¢BAMy; = 4BCM; in
JAMS = S MyBA = 4 M>CS. Tocka M je sredisce
trikotniku ARS ocrtane kroznice, zato je SAM»S =
2 Y BAMS,. Torej je

JBCM; = 3BCS

in S My MzM; = SM1CMy = 2(JACB + $BCS) = Z. Zaradi simetrije lahko sklepamo, da je
tudi S MsMi My = 5, zato je My My Ms res enakostranicni trikotnik.

Zgled 4. Naj bo ABCD tetivni stirikotnik. DokaZi, da so sredisca trikotnikom ABC, ABD,
ACD in BCD wvértanih kroznic ogliséa nekega pravokotnika.

Resitev. Tocke B, D', A’ in C lezijo na kroznici s srediséem v razpoloviséu E loka BC.
Podobno tudi tocke D, B’, A" in C' lezijo na kroznici s srediséem v razpoloviscéu loka C'D.

A\ | B
Torej sta FB'A" in EA’D’ enakokraka trikotnika. Sledi ¢ FA'B" = § — qB;FAI =7 - qucB

in podobno 4D'A'E = 7§ — <1D20A‘ Ker sta tudi FA'C in FCA’ enakokraka trikotnika, lahko

podobno zapisemo se JCA'F = T — qBZDC in qEA'C =7 — <ICZBD‘ Torej je res S B'A'C' =
21 — 4FA'B' — 4D'AE — JCA'F — JEA'C = J(JACB+4DCA+ 4BDC + 4CBD) = Z.
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Naloge

Pri resevanju vsake naloge narisi dovolj veliko in natancno skico. Oznaci vse tocke in poskusi
nagti kaksno skrito premico (tj. ali morda katere tri tocke ne leZijo na isti premici) ali kroznico
(tj. ali morda katere $tiri tocke ne lezijo na isti kroznici).

Ne pozabi, da je nosilka vsake daljice premica, s pomocéjo katere lahko tvorimo nova preseciséa
z Ze obstojecimi premicami ali krozZnicami.

1. Naj bo ABCD tetivni stirikotnik in & mnozica sredis¢ vseh vértanih in pri¢rtanih kroznic
trikotnikov ABC, ABD, ACD in BCD. Mnozica S ima 16 tock. Dokazi, da obstajata taki
mnozici P in Q, ki vsaka vsebuje po Stiri paroma vzporedne premice in vsaka premica iz
P U Q vsebuje po stiri tocke mnozice S. (Tocka seveda lahko lezi na ve¢ premicah hkrati.)

2. Naj bo ABC' ostrokotni trikotnik. Simetrali (notranjih) kotov 4 ABC in ¢ BCA sekata
nasprotni stranici v tockah L in M. Dokazi, da je JCAB = % natanko tedaj, ko obstaja
taka tocka K v notranjosti stranice BC', da je trikotnik K LM enakostranicen.

3. Kroznici K1 in Ky se sekata v tockah A in B. Premica [, ki poteka skozi é,\sekak@inici K1
in K9 8e v tockah C in D. Naj bosta M in N razpoloviséi tistih lokov BC' in BD kroznic
K1 in Ko, ki ne vsebujeta tocke A. Dokazi, da je JMKN = 7, kjer smo s K oznagili
razpolovisce daljice C'D.

4. Naj bo H visinska tocka ne-enakostrani¢nega ostrokotnega trikotnika ABC, O pa srediSce
njemu oc¢rtane kroznice. Premici AH in AO naj sekata o¢rtano kroznico $e v tockah M in
N. Oznac¢imo s P, Q in R zaporedoma preseciS¢a premic BC' s HN, BC' z OM in HQ z
OP. Dokazi, da je AORH paralelogram.
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Mednarodna matematicna olimpiada
2002

Na 43. mednarodni matemati¢ni olimpiadi, ki je bila od 18. do 30. julija v Glasgowu (Velika
Britanija), so Slovenijo zastopali Aleksandra Franc s I. gimnazije v Celju, Tone Gradisek in Kle-
men Sivic z Gimnazije Bezigrad, Tine Porenta z Gimnazije Skofja Loka, Janez Ster z Gimnazije
Zelimlje in Erik Strumbelj z Gimnazije Kocevje.

Klemen Sivic je osvojil bronasto medaljo, Erik Strumbelj pa pohvalo.

Naloge

1.

Naj bo n naravno stevilo. Naj bo 7" mnozica vseh tistih tock (z,y) v ravnini, za katere sta
x in y nenegativni celi stevili in je z 4+ y < n. Vsaka tocka iz mnozice T' je pobarvana rdece
ali modro. Ce je tocka (z,y) rdeca, potem so rdece tudi vse tiste tocke (’,%) iz mnozice
T, za katere velja 2’ < z in ¢y < y. MnozZico n modrih tock z razlicnimi koordinatami x
imenujemo X-mnozica, mnozico n modrih tock z razliénimi koordinatami y pa Y-mnozica.
Dokazi, da je stevilo X-mnozic enako Stevilu Y-mnozic.

Naj bo BC' premer kroznice I" s srediséem O. Naj bo A taka tocka na kroznici I', da je
0° < YAOB < 120°. Naj bo D razpolovisée loka AB, ki ne vsebuje tocke C. Premica, ki gre
skozi sredi§ce O in je vzporedna premici DA, seka premico AC v tocki J. Simetrala daljice
OA seka kroznico I' v tockah E in F. Dokazi, da je J srediSce trikotniku CEF vértane
kroznice.

Poisci vse pare (m,n) naravnih Stevil m,n > 3, za katere obstaja neskon¢no takih naravnih
stevil a, da je

a”+a-—1
a"+a?—1
celo stevilo.
Naj bo n > 1 naravno Stevilo. Vsi pozitivni delitelji §tevila n so di,ds, ..., dg, pri Cemer je

l=di<dy < - <di =n.
Oznacimo D = dyds + dadg + - - - + dp_1dy.

(a) Dokazi, da je D < n?.

(b) Poiséi vsa stevila n, za katera je D delitelj stevila n?.

. Poiséi vse funkcije f: R — R, za katere velja

(f(@) + f(2)) (F(y) + f(t) = fzy — 2t) + f(at + y2)

za vsa realna Stevila z, y, z in t.
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6. Naj bodo I'1, 'y, ..., I',, enotske kroznice v ravnini, pri ¢emer je n > 3. Oznacimo njihova
srediséa z O, Oa, ..., O,. Denimo, da nobena premica nima skupnih tock z ve¢ kot dvema
od teh kroznic. Dokazi, da je potem

Z 1 <(n—1)7r
0:0;f — 4

1<i<j<n

Resitve nalog

1. Zavsak i =0,1,...,n — 1 ozna¢imo z a; Stevilo modrih tock v T'= T'(n), katerih abscisa je
enaka i in z b; Stevilo modrih tock v T', katerih ordinata je enaka i. Stevilo X-mnozic je o¢itno
enako apay . ..anp—1, Stevilo Y-mnozic pa bb; . .. b,—1. Dokazali bomo, da je (b, b1, ...,bn—1)
permutacija Stevil (ag, a1, ...,a,—1), od koder potem sledi, da sta gornja dva produkta res
enaka.

Trditev bomo dokazali z indukcijo. Za n = 1 ni kaj dokazovati. Imamo le eno tocko v T'(1)
in ta je bodisi modra (tedaj je ag = by = 1) bodisi rdeca (tedaj je ag = by = 0).

V dokazu indukcijskega koraka pa privzemimo, da trditev velja za vse k < n in dokazimo
trditev za T'(n).

Oglejmo si tocke na premici  +y = n — 1. Ce so vse tocke na tej premici modre, jo
lahko odrezemo in dobimo dopustno konfiguracijo za T'(n — 1). Stevila modrih toc¢k po

stolpcih v T'(n — 1) so po vrsti enaka a9 — 1,...,a,—2 — 1, Stevila rdecih toc¢k po vrsticah
paby—1,...,b,—2— 1. Po indukcijski predpostavki je (bg — 1,...,b,—2 — 1) permutacija od
(ap—1,...,apn—2o —1). Zaradi a,—1 = b,—1 = 1 tako trditev v tem primeru sledi.

b

ao Ap—2 (p—1 ap ak Qg1 An-1

V drugem primeru pa imamo na premici « +y = n — 1 vsaj eno rdecko tocko; recimo tocko
(k,n —1—k). Ko iz T'(n) izrezemo pravokotnik {(z,y); = < k,y < n —1 — k}, dobimo
dva trikotnika T'(k) in T'(n — k — 1), za katera trditev po indukcijski predpostavki velja. (V
primeru k = 0 ali kK = n — 1 dobimo le en trikotnik.) Torej je (ag,...,ar_1) permutacija
od (by—g,---,bn-1), (@k+1,--.,an—1) permutacija od (bg,...,b,_k_2). Trditev je tudi v tem
primeru dokazana, saj je ap = b,_1_ = 0.
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2. Ker je xAOB < 120°, lezijo tocke E, F in A na istem
bregu premice BC. Ker je totka A razpolovisce loka
EF, je CA simetrala kota FCF. Trikotnik OCA je
enakokrak z vrhom pri O in ¥OCA = % ¥BOA. Torej
je AC || OD. Po konstrukciji je OI | DA in je zato
OIAD paralelogram. Sledi |OD| = |IA|.

Ker se daljici OA in EF medsebojno pravokotno raz- 19
polavljata, je OFAF romb in zato |AI| = |OD| = |OE| = |AF|. Trikotnik F'I A je torej ena-
kokrak z vrhom pri A. Sledi YIFE = JIFA—XEFA = YAIF—YECA = YAIF—-ICF =
SIFC. Torej je I F simetrala kota C F'E in je res I sredisce trikotniku FC'F' vértane kroznice.
OPOMBA. V primeru, da je 120° < ¥AOB <

180°, je tocka I sredisce trikotniku EC'F pri¢rtane
kroznice nad stranico EC. Tedaj je namre¢ C'A r
simetrala zunanjega kota pri C trikotnika FCF.
(Podrobno resitev naloge naj v tem primeru zapise

bralec sam.)

BN

3. Ce &tevili m in n zadoscata pogoju naloge, je n < m.

Dokazimo najprej, da je polinom f(z) = 2™+ x — 1 celostevilsko deljiv s polinomom g(z) =

2" +22—1. Ker je vodilni koeficient polinoma g enak 1, obstajata polinoma r, ¢ € Z[z], da je

f(x) = q(x)g(x) + r(x), kjer je degr < degg. Sledi % =q(z)+ ;Eig Ker je degr < deg g,

je lim "2 — 0. Po drugi strani pa je izraz q(z) + "(2) el tevilo za neskonéno mnogo
00 9(2) 9(z)

celih stevil a. Torej je "9 — ) za neskonéno mnogo celih Stevil a oz. r = 0. Posebej to

g(a)
pomeni, da je % celo stevilo za vsak a € Z.

Polinoma f in g imata natanko eno ni¢lo na intervalu [0, 1], saj sta na tem intervalu monotoni
funkciji in je f(0) = g(0) = —1 ter f(1) = g(1) = 1. Ta ni¢la je skupna (oznac¢imo jo z «),
saj g deli f. Ocitno je a > ¢ = \/52_1, kjer je ¢ pozitivna nicla polinoma h(x) = 22 +x — 1.

Res: f(¢) < h(¢), zato funkcija f na intervalu [—1, ¢| nima nicle.

Dokazimo sedaj, da je m < 2n. Ce je m > 2n, velja 1 —a = o™ < (™)? = (1 — o?)? oz.
1 —a < (1 —a?)? kar lahko preoblikujemo v a(a — 1)(a? + o — 1) > 0. Torej bi morali
imeti a < ¢, kar pa po ze dokazanem ne drzi. Torej je res m < 2n.

Nazadnje pokazimo, da je pri pogoju m < 2n par (m,n) = (5, 3) edina resitev. Naj bo torej
(m,n) resitev. Kot smo ze dokazali, mora biti % € Z za vsak a € Z. Izberimo a = 2 in
ozna¢imo d = ¢(2) = 2" + 3. Tedaj je f(2) =0 (mod d) oz. —2™ =1 (mod d). Naj bo
m =n+k, kjer je 1 <k < n. Tedaj je

—9m = (d—2")2% =3.2% (mod d).

Zal <k <n-—2jeseveda 1 < 3.2F <« 4.9F < o < d, Zatoje3-2k # 1 (mod d).
Pri k =n—1 (in m = 2n — 1) pa je najmanjsi pozitiven ostanek stevila —2™ pri deljenju
z denak 3-2""1 —d = 2""1 — 3 kar je enako 1 le za n = 3 (in m = 5). Ker velja
a®+a—1=(a®+a®>—1)(a®—a+1),je (m,n)=(53) res resitev.

4. Ce je stevilo d delitelj stevila n, je tudi 7 njegov delitelj. Torej je

) 1 5 1 1 n? 9
D=2, ddini=n Zd‘dz‘ﬂgn Z(di_ )<dl:n7

d4
1<i<k 1<i<k * i+l
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saj je diy1 > d; + 1.
Naj bo p najman;jsi prastevilski delitelj stevila n (in seveda tudi n?). Tedaj je dy = p in
dp_1 =2 Cejen=np,je k =2in D = p. Torej res D | n? . Ce pa je n sestavljeno stevﬂo

je k > 2 in D >dp_1d, = p . Ce bi bil D v tem primeru delitelj §tevila n2, bi bil tudi 2 5

njegov delitelj. Vendar pa je 1 < "g < p, kar pomeni, da p ni najmanjsi prastevilski delitelj
Stevila n2. Torej smo dokazali, da D | n? natanko tedaj, ko je n prastevilo.

.V funkcijsko enac¢bo vstavimo x = y = z = 0 in dobimo 2f(0)(f(0 ) + f(t)) = 2f(0). Za
¢ = 0 nadalje sledi 42(0) = 2f(0), kar nam da f(0) = 0 ali f(0) = 3. Ce je f(0) = 1, sledi
f(t) =13 zavsak t € R.

Naj bo torej f(0) = 0. Ce v funkcijsko enacbo vstavimo z = ¢t = 0, dobimo f(z)f(y) =
f(xy). Torej je f multiplikativna funkcija. Za x =y = 1 dobimo f(1)2 = f(1), kar nam da
f(1) =0ali f(1) = 1. Ceje f(1) = 0, iz pogoja multiplikativnosti sledi f(z) = f(1-z) =
f(1)f(z) =0 za vsak z.

Naj bo torej f(0) = 0in f(1) = 1. Priz = 0in y = t = 1 iz funkcijske enacbe sledi
2f(z) = f(—2)+ f(z) oz. f(—%) = f(z). Torej je f soda funkcija. Iz multiplikativnosti sledi
f(x?) = f(x)? > 0, zato je f(y) > 0 za vsak y € R.

Vstavimo z = t in y = z v funkcijsko enac¢bo in dobimo (f(x) + f(y))? = f(2? + 3?). Ker
je f(y) >0, sledi f(2? +4?) > f(z)? = f(2?). Torej je f monotona funkcija na intervalu
[0, 00).

Vstavimo y = z =t = 1 v funkcijsko ena¢bo in dobimo
fla=1+ flx+1)=2(f(z) +1).
Ko po vrsti izracunamo f(2) = 2(f(1) +1) — f(0) =4, f(3) = 2(f(2)+1) — f(1) = 9,

f(4) = 16, ..., domnevamo, da funkcija f, f(n) = n? za vsak n € Ny, ustreza gornji
funkcijski enacbi. Domnevo potrdimo z indukcijo:

fn+1D)=2(f(n)+1)— f(n—1)=2n*+1)—(n—1)2 = (n+1)%

Ker je f soda, tako velja f(n) = n? za vsak n € Z, zaradi multiplikativnosti pa sledi

f(a) = a® za vsak a € Q.

Nazadnje upostevamo, da je funkcija f na intervalu [0, c0) monotona. Vzemimo poljuben

€ [0,00). Ce je f(z) < %, obstaja racionalno stevilo a, da je /f(z) < a < x. Iz prve
neenakosti sledi f(z) < a?, iz druge pa zaradi monotonosti a*> = f(a) < f(z). Podobno
ovrzemo tudi moznost f(z) > z2. Torej je res f(x) = 22 za vsak x € [0,00). Ker pa smo ze
dokazali, da je f soda funkcija, je f(x) = 22 za vsak = € R.

Nalogo torej resijo funkcije f(z) =0, f(x) = % in f(x) =

. Ocitno so kroznice disjunktne. Oglejmo
si kroznici I'; in I'; za 7 # j. Mnozico
tistih tock na kroznici T';, iz katerih tan-
genta na I'; seka kroznico I';, sestavljata
dva loka z dolzino 9;;, kjer je ¥;; ustre-
zni srediscni kot. Trikotnik O;S;;T;; je
pravokoten s kotom ;; pri ogliscu Tj;.
Torej je |O; TZJ\ sin v; i = =1, od koder sledi
sin;; = O T”‘ [0:07] O E Ker poljubna tangenta na I'; seka najve¢ eno drugo kroznico, lezi

na kroznici I'; nekaj (dlS_]llnktnlh) lokov s skupno dolzino a; = > ki 29,5, iz katerih tangente
sekajo kaksno drugo kroznico.
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Oznac¢imo z (; dolzino tistega loka kroznice I';, ki
lezi na robu konveksne ogrinjace vseh kroznic. (Po
potrebi postavimo 3; = 0). Tedaj velja a;+3; < 2w
in ), 0 =2n. Sledi ),;(a; + 3;) < 2nm in od tod
>0 <2(n—1)m. Ker za vsako pozitivno realno
stevilo z velja sinx < z, lahko ocenimo

> Zai > 22219”‘ :42191‘]‘ >
i i i 7]

1
4ZSi1’119ij ZSZW,

i#] 7]

2(n— 1)

v

od koder sledi iskana neenakost.

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 1

[ Q ~©ﬁz
O Yo

o

Izpr1s: 19. NOVEMBER 2002

28



Uredniski odbor:
Gregor Dolinar (FE, Univerza v Ljubljani),
Darjo Felda (FE, Univerza v Ljubljani),
Aleksander Potoc¢nik (OS Bozidarja Jakca, Ljubljana),

Matjaz Zeljko (FMF, Univerza v Ljubljani, odgovorni urednik).

(© 2002 Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
http://www.dmfa.si/Brihtnez/BrihtnezIndex.html

Brihtnez, Letnik 0, stevilka 1
Oktober 2002

BRIHTNEZ 0 (2002), ST. 1

Izpr1s: 19. NOVEMBER 2002

29



	Prvi stevilki na pot
	Vsebina
	Polinomine [str. 4 - 7]
	Nelinearne diofantske enacbe [str. 8 - 13]
	Risanje skic pri geometriji [str. 14 - 16]
	Trikotnik in kroznica [str. 17 - 23]
	MMO 2002 [str. 24 - 28]

