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1. Dolo¢i vsa prastevila p, za katera obstajata taki naravni Stevili z in y, da
velja
p+49 =222 in p?*+49 = 2%

2. Naj bo €2 o¢rtana kroznica trikotnika ABC'. Naj bo w kroznica, ki se od
znotraj dotika kroznice €2 v tocki A. Naj bosta P in ) dotikalis¢i tangent
iz B na kroznico w, pri ¢emer P lezi v notranjosti trikotnika ABC. Naj
bosta R in S dotikalis¢i tangent iz C' na kroznico w, pri ¢emer R lezi v
notranjosti trikotnika ABC'.

Dokazi, da se premici PS in (QR sekata na simetrali kota ZBAC.

3. Podana je neskonc¢na kvadratna mreza. Fronta je sklenjena lomljena ¢rta,
ki ne seka in se ne dotika sama sebe, sestavljena iz kon¢énega Stevila da-
ljic, ki potekajo po stranicah kvadratne mreze in imajo oglis¢a v oglis¢ih
kvadratne mreze. Pravimo, da je kvadrat mreze mejen, ¢e katera izmed
njegovih stranic lezi na fronti, in ogroZen, ¢e natanko tri izmed njegovih
stranic lezijo na fronti. Z M in N zaporedoma oznacimo Stevilo mejnih in
ogrozenih kvadratov mreze. Na spodnji sliki je prikazan primer fronte, za
katero je M =27 in N = 3.

Doloci najvecje realno stevilo ¢, za katerega je neenakost M > c¢N izpol-
njena za vse fronte.

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 4 ure 30 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega racunala ni dovoljena.
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Resitve

1. Enostavno lahko preverimo, da je p > 7. Enacbi odstejemo in faktorizi-
ramo, da dobimo

p(p—1)=2(y +)(y — ).

Sedaj lo¢imo dva primera:
i) Velja p | y — z. Posebej, sledi y > p, zato lahko sklepamo
% 449 = 2y% > 2p%,

oziroma p < 7, kar je protislovije.

ii) Velja p | z+y. Analogno kot zgoraj lahko preverimo, da je y < p. Ker
pajey > x, sledi z +y < 2y < 2p, zato je edina moznost x + y = p.
Tako dobimo

p—1=2y—2x =2p— A4z,

oziroma p = 4x — 1. Sledi, da je
4z + 48 = 227,
oziroma (x — 6)(z +4) = 0. Ker je z > 0, sledi x = 6, in zato
p=2-36—49 =23,
kar je res reSitev, saj je
237 +49 =578 =2 17°.

2. 1. nacin: Naj bo D presecisce simetrale kota pri A in premice BC, in naj
pokazati, da D lezi na premici PS. Simetricno bo namrec¢ tocka D lezala

tudi na premici ()R, kar pomeni, da se premici res sekata na simetrali kota
pri ZBAC.

Naj bo X presecisce premic BP in C'S. Uporabimo Menelajev izrek za
trikotnik BC'X in tocke D, P ter S. Dokazujemo torej, da je

BD CS XP

DC SX PB
Zaradi pogoja, da P lezi v notranjosti trikotnika ABC', tocka S ne lezi na
daljici CX, tocki P in D pa lezita na pripadajocih stranicah trikotnika.
Predznaki se torej ujemajo, zato je dovolj preveriti, da je produkt razmerij
dolzin enak 1.

—1.




Sedaj se lotimo izra¢una dolzin. Opazimo, da je |XP| = | X S| zaradi

enakosti dolzin tangentnih odsekov, po izreku o simetrali kota pa je % =
%. Dovolj je torej pokazati, da je

|AB| |CS]| B

|AC| |BP| a

Po potenci tocke B na krozmico w ugotovimo, da je |BP|> = |[BM|-|BA].
Simetriéno je tudi |CS|> = |CN| - |CA|. Z uporabo Talesovega izreka o
vzporednicah tako dobimo

|CS)? |CN|-|CA]  |AC)
|BP|> |BM|-|BA| |AB¥

kar smo zeleli dokazati.

2. nacin: Nalogo resimo z inverzijo v tocki A. Za olajSanje notacije
uporabimo zrcalno inverzijo, ki preslika B v N in C' v M. Tocki P' in )’
sta torej dotikalisci kroznic skozi A in M s premico BC, tocki R’ in S’ pa
dotikalis¢i kroznic skozi A in N s premico BC'. Zaradi pogoja o legi P in
R tocki P"in R’ lezita na daljici BC.

Podobno kot v prvi resitvi naj bo D presecisée simetrale kota pri A s
premico BC'. Dokazujemo, da drugo presecisce kroznic APS in AQR lezi
na premici AD, zato zadoSca, da D lezi na potencni premici teh dveh
kroznic.

Rac¢unamo z usmerjenimi dolzinami. Dokazujemo torej enakost

DP'-DS = DQ' - DR.



Velja pa

DP'-DS"=(DB+ BP') - (DC + CS')
=DB-DC+BP -DC+DB-CS"+BP -CS8

in
DQ"- DR = (DB + BQ')- (DC + CR)
=DB-DC+ BQ' -DC+ DB-CR + BQ' -CR.

Ker je BP' = (’B in R'C' = CS’ (tangentni odseki tocke na potencni
premici so enako dolgi), je tako dovolj dokazati

BP'-DC+ DB-CS' =BQ"-DC+ DB-CR,

oziroma

IBP'|-|DC| = |CR| - |DB].

Iz potence tocke B sledi, da je |BP'|* = |[BM| - |BA|. Sedaj zakljucimo
na enak nacin kot v prvi resitvi z uporabo izreka o simetrali kota.

3

5

Oglejmo si poljuben ogrozen kvadrat A. Njegove stranice lezijo na treh
zaporednih daljicah fronte. Oglejmo si kvadrat B, ki si s kvadratom A deli
drugo izmed teh. Opazimo, da ni mogoce, da bi tudi B bil ogrozen — ¢e
bi katera izmed rdecih daljic na spodnji sliki lezala na fronti, bi ta namrec
imela samopresecisca.

. Trdimo, da je iskana vrednost ¢ =

Na ta nacin lahko vsakemu ogrozenemu kvadratu priredimo mejen neo-
grozen kvadrat. Vsak mejni kvadrat pa smo po definiciji priredili najvec
dvema ogrozenima, saj ima tak kvadrat kvec¢jemu dve stranici na fronti.

Tako sledi, da je
2.-(M —-N)>N,



oziroma M > % - N.

Pokazimo Se, da je to najvecja konstanta, ki jo lahko izberemo. Za to si
oglejmo naslednjo fronto:

1 2 3 a

Celotna fronta se nahaja znotraj pravokotnika dimenzije (4a—1) x (2b+2).
[zmed kvadratov v tem pravokotniku natanko ab+ (a—1)(b+1) ni mejnih,

poleg tega pa imamo Se 2b+a+4a—3 mejnih kvadratov izven pravokotnika.
Tako dobimo

M = (4a—1)(2b+2)—ab—(a—1)(b+1)+(20+5a—3) = 6ab+12a+b—4.
Zdaj prestejmo Se ogrozene kvadrate. Ni tezko videti, da je teh
N=(a—2)-(4b+1)+2-4b=4ab+a —2.
Tako sledi, da je
M  6ab+12a+b—-4 3 3

N~ dabta—2 273
_12ab+24a—l—2b—8 12ab+3a—6+3
N 8ab + 2a — 4 8ab+2a—4 2

2la+2b—2 3
T Rabt2a-4 2
V posebnem primeru, ko je a = b, dobimo
M 23a — 2 3

- >
N 8i212a_4 2°€

Ce je ¢ > %, si lahko izberemo tak a € N, da je 8a225ff2_6L2_4 <c— %,Sod koder

sledi protislovje. Najvecja mozna vrednost Stevila c je tako res 3.




