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1. Naj bo [ sredisc¢e vértane kroznice ostrokotnega trikotnika ABC' in P od
I razliéna tocka na poltraku AI. Naj bosta D in E taki tocki na o¢rtani
kroznici trikotnika BC'I, da je ZCDP = 90° in ZBEP = 90°. Dokazi, da
se premice BD, C'E in Al sekajo v eni tocki.

3. Doloci vse polinome P s celostevilskimi koeficienti, za katere obstaja tako
naravno Stevilo N, da je za vsa naravna stevila n > N stevilo P(n) pozi-
tiven delitelj stevila n!.

Naloge resuj samostojno. Za resevanje imas na voljo 4 ure 30 minut.

Uporaba zapiskov, literature ali Zepnega rac¢unala ni dovoljena.
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Resitve

1. Naj bo M drugo presecisce premice Al s trikotniku ABC' o¢értano kroznico.

Znano je, da je M sredisce trikotniku BIC oc¢rtane kroznice. Naj bosta X
in Y taki tocki na tej kroznici, da sta BX in C'Y premera. Po Talesovem
izreku tako sledi, da X lezi na premici PE, Y pa na premici PD. Tako
dobimo

/BDP = /BDY = /BCY = /BCM = /BAM = /BAP,

zato so tocke A, B, P in D konciklicne. Analogno sklepamo, da so kon-
ciklicne tudi tocke A, C, P in E. Iskano presecisce je torej kar potencno
sredisce teh dveh kroznic in ocrtane kroznice trikotnika BIC', saj so njihove
potencne premice BD, C'E in AP.
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3. Nalogo resijo vsi polinomi oblike

k
P(z)=c- H(:c — a;),
i=1
kjer so k in a; < ay < --- < ap nenegativna cela stevila. Res, za vsak

n>c+ap+1je
n! o (nl L 1
il i | Sty )

ker pa so n — a; razlicna cela stevila z intervala [c 4 1, n], je zgornji izraz
res celo stevilo. Dokazimo, da so to vse resitve.



Naj bo p prastevilo, ki deli P(n) za nek n € N. Naj bo r ostanek $tevila
n pri deljenju s p. Ker p | P(n) — P(r), sledi tudi p | P(r). Ce je r > N,
sledi p | P(r) | r!, kar ni mogoce, saj je r < p. Sledi, da med stevili
P(0),P(1),..., P(N — 1) obstaja tako, ki je deljivo s p. Sedaj lo¢imo dva
primera:
i) Med stevili P(0), P(1),..., P(N — 1) ni nicel. Ta stevila imajo zato
konéno mnogo prastevilskih deliteljev, po zgornjem razmisleku pa

sledi, da obstaja konéno mnogo prastevil p, za katere p | P(n) za
nek n € N. Oznacimo jih s p1, po, ..., pr. Naj bo

k
P(N) =[] n"
i=1
Oznac¢imo Se

k
A= Hp?ﬁl,
=1

P(N+2x-A)=P(N) (mod A),
kar pomeni, da p;""' t P(N+z-A) za vsak i. Sledi, da je P(N+z-A) <
P(N), kar je mogoce le, ¢e je P konstanten polinom.

ii) Eno izmed stevil P(0), P(1),..., P(N — 1) je enako 0. Naj bo torej
P(a) = 0in zapisimo P(x) = (z—a)-Q(z). Opazimo, da ¢e P(n) | n!,
tudi @Q(n) | n!, zato tudi @ izpolnjuje pogoje. Razmislek lahko sedaj
ponovimo na polinomu (). Ker je deg ) = deg P — 1, bomo na koncu
prisli do konstantnega polinoma.

Tako sledi

Tako sledi, da za P velja
k
P(zx)=c- H(:U — a;)%,
i=1
kjer so k in a; < as < --- < aj nenegativna cela stevila. Predpostavimo,
da je d; > 1 za nek indeks 7. Naj bo n = p + a;, kjer je p prastevilo, za
katerega velja p > max(a;, N). Tako sledi

P> | (n — ai)d" P(n) | n!,

kar je mogoce le, ¢e je n > 2p, oziroma a; > p, kar ne drzi po izbiri stevila
p. Sledi, da je P res oblike




